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概 要
ミルナー不変量は，絡み目やストリング絡み目の不変量である ([6],[7],[2])．
ここではクローバー絡み目に対して，そのミルナー不変量を定義し，ある仮
定の下でwell-definedであることを示した．この不変量を用いた応用として，
クローバー絡み目の edge-homotopy分類に関する結果を報告する．

1. クローバー絡み目のミルナー不変量
この節では，本稿の研究対象であるクローバー絡み目を紹介し，そのミルナー不変量
を定義する．

1.1. クローバー絡み目のdisk/band曲面から得られるストリング絡み目
図 1.1のようにn個のループが1本の辺によって，一つの頂点に接続されるているグラ
フをCnとする．
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図 1.1: グラフCn

定義 1.1 ([5]). グラフCnの空間グラフをn葉クローバー絡み目cという．またcのルー
プへの制限を leaves，ループと頂点を接続する辺への制限を stemsと呼ぶ．

注 1.2. クローバー絡み目の stemsは，空間グラフの ambient isotpiesにより，常に交
差を持たないとしてよい（図1.2）．

クローバー絡み目が与えられると，次に定義するdisk/band曲面を用いてボトムタング
ルが構成できる．まずdisk/band曲面の定義を紹介し，その性質を図を用いて説明する．
ここでボトムタングルとは，各i(= 1, 2, . . . , n)に対して，∂Ai = {( 2i−1

2n+1
, 1
2
, 0), ( 2i

2n+1
, 1
2
, 0)}

を満たすn本のarcsの非交和
n∪
i=i

Aiから I3 = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]への埋め込みである．

定義 1.3 ([4]). Gを空間グラフとする．コンパクトかつ向き付け可能なS3内の曲面で，
Gがその曲面の変位レトラクトであるものをGのdisk/band曲面と呼ぶ．
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図 1.2: 3葉クローバー絡み目の例

注 1.4. 任意の disk/band曲面は，グラフの各頂点を 2次元円板に置き換え，2次元円
板をグラフの辺に沿ってバンドでつなげた向き付け可能な曲面とambient isotopicであ
る．図1.3は3葉クローバー絡み目 cのdisk/band曲面Fcの例である．

c : Fc :

図 1.3: 3葉クローバー絡み目 cのdisk/band曲面Fcの例

注 1.5. 定義より，バンドに有限回の full-twistsが現れても良いので，空間グラフの
disk/band曲面の取り方は，一意的ではない．

ここから，クローバー絡み目のdisk/band曲面を用いてn成分ボトムタングルを構成
する方法を説明する．

(1) 順序付けられた有向n葉クローバー絡み目 cに対して，まずそのdisk/band曲面
Fcを考え，グラフ cの leavesと接続される頂点に対応する Fcの 2次元円板をD

とする．ここで，以後クローバー絡み目のdisk/band曲面を考える場合は，Dと
leavesに接続する辺との交わりは固定することとする．

(2) その正則近傍N(D)を取る．ここで，N(D)はB3と同相である．

(3) S3からN(D)を除くと，B3内に曲面が張った状況となる．その曲面の境界∂(Fc \

N(D))は，B3内に含まれるn個の円周
n∪
i=i

S1
i とn本のarcsの非交和である．



(4) 最後に
n∪
i=i

S1
i を除くと，B3は I3と同相なので，順序付けられた有向 n成分ボト

ムタングル∂(Fc \N(D)) \
n∪
i=i

S1
i が得られる．

以上の操作によって得られたn成分ボトムタングル∂(Fc \N(D)) \
n∪
i=i

S1
i をγFcと表記

し，cのFcから得られたボトムタングルと呼ぶ（図 1.4）．
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図 1.4: クローバー絡み目のdisk/band曲面から得られるボトムタングル

注 1.6. クローバー絡み目に対して，その任意のdisk/band曲面は一意的に定まらない
が（注1.5），disk/band曲面を固定すると得られるボトムタングルは一意的である．

1.2. ミルナー不変量
ここではストリング絡み目と絡み目のミルナー不変量の定義を述べる．
I3 内の順序付けられた有向 n成分ストリング絡み目 l に対して，Gを I3 \ l の基

本群,そして mi ∈ Gと λi ∈ Gを各々第 i番目のメリディアンとロンジチュードと
する．また Gq を Gの第 q 番目の降中心部分群とする．すなわち，G1 = G，Gq は
{a−1b−1ab | a ∈ G, b ∈ Gq−1}によって生成される部分群である．この時，次の定理が
知られている．

定理 1.7 ([1], [7], [8]). 商群G⧸Gqは，次の商群と同型である．

G⧸Gq
∼= ⟨m1,m2, . . . ,mn⟩⧸⟨m1,m2, . . . ,mn⟩q

ここで ⟨m1,m2, . . . ,mn⟩は，m1,m2, . . . ,mnによって生成される自由群を表す．



定理1.7より，ストリング絡み目 lの第 i番目のメリディアンmiによって与えられる，
n個の生成元から成る商群G⧸Gqの表示を得る．したがって，1 ≤ i ≤ nに対して，l

の第 j成分目のロンジチュードλjは，Gqを法として，miの語で表される．この語をλq
j

とかく．
次に語λq

jのマグナス展開を行う．マグナス展開とは，次で定義される自由群から整
数係数非可換無限冪級数環への準同型写像である．

E : ⟨m1,m2, . . . ,mn⟩ −→ Z⟨⟨X1, X2, . . . , Xn⟩⟩,
E(mi) = Xi, E(m−1

i ) = 1−Xi +X2
i −X3

i + · · · (i = {1, 2, . . . , n}).

ただし，X1, X2 . . . , Xnは非可換変数である．

定義 1.8. I = i1i2 . . . ik−1jを{1, 2, . . . , n}の元を項にもつ数列とし，重複も許すものと
する．µl(I)をマグナス展開E(lqj )におけるXi1 · · ·Xik−1

の係数とする．（µl(j) = 0とす
る．）このµl(I)をストリング絡み目に対する長さ kのミルナー不変量と呼ぶ．また，l̂

を lを自然に閉じて得られる有向絡み目とする．ストリング絡み目の集合から絡み目の
集合への全射は存在するが，単射ではないのでµl̂(I)は不変量ではない．∆l̂(I)をµl(J)

の最大公約数とする．ここで，数列Jとは Iから少なくとも1つの項を取り除き，残り
を巡回置換して得られる数列のことである．∆l(I)を法とするµl(J)の剰余類は絡み目
の不変量となり，l̂のミルナー不変量 µl̂(I)と呼ぶ．

注 1.9. ミルナー不変量の計算アルゴリズムはミルナー [7]によって与えられているが，
数列の長さが大きくなるにしたがってその計算量も指数関数的に増大する．現在知ら
れている計算ソフトでは，最新のパソコンを用いても長さ16のミルナー不変量の計算
が限界である．

注 1.10. ボトムタングルγとストリング絡み目 lは 1対 1に対応するので，γに対する
ミルナー不変量µγは，lに対するミルナー不変量µlによって自然に定義される．

1.3. クローバー絡み目のミルナー不変量
ここでクローバー絡み目のミルナー不変量を定義する．

定義 1.11. cを順序付けられた有向n葉クローバー絡み目，Fcをそのdisk/band曲面と
する．またγFcをFcから得られるn成分ボトムタングルとする．この時，数列 Iに対し
てクローバー絡み目 cのミルナー不変量µc(I)を γFcのミルナー不変量µγFc

(I)で定義
する．

注1.5より，クローバー絡み目 cに対するミルナー不変量µc(I)は cのdisk/band曲面
Fcに依存する．一方，次の命題が成り立つことを示した．

命題 1.12. cを順序付けられた有向n葉クローバー絡み目，Lcを cの leavesの非交和と
する．FcとF ′

cを cの disk/band曲面とする．γFc , γF ′
c
をFc, F

′
c各々から得られるn成分

ボトムタングルとする．長さ k以下の任意の数列Jに対してµLc
(J) = 0のとき，長さ

2k + 1以下の任意の数列 Iに対して，µγFc
(I) = µγF ′

c
(I)が成り立つ．

注 1.13. cを順序付けられた有向n葉クローバー絡み目，Lcを cの leavesの非交和とす
る．長さk以下の任意の数列Jに対してµLc

(J) = 0ならば，長さ 2k + 1以下の任意の
数列 Iに対して，µc(I)は，well-definedである．



2. クローバー絡み目のミルナー不変量のwell-defined性の証明
この節では，まず二つの補題2.1と2.2を紹介し，それらを用いて命題1.12を証明する．

補題 2.1. n葉クローバー絡み目 cに対して，任意の 2つの disk/band曲面 Fc と F ′
c

は，full-twistとPB-moveで互いに移り合う．ここで，PB-moveとは図 2.1に描かれた
disk/band曲面の局所変形である．

PB-move pure braid

図 2.1:

補題 2.2を述べるために，n成分ボトムタングルγから，別のn成分ボトムタングル
γ′を得るSL-moveを導入する．

wiw11 w12 wi1 wi2 wn1 wn2

. . .

w1 wn

. . .

w’ = (w11 ∪ w12) ∪ . . . ∪ (w1n∪ w12)

図 2.2:

(1) [0, 1] × [0, 1] × [−1, 0]内の任意の有向 n成分ストリング絡み目 w = w1 ∪ w2 ∪
· · · ∪ wnに対し，各成分wiと平行かつ向きの異なる図 2.2に描かれた二本の曲
線wi1, wi2を考える．ただしwi1とwi2の間の有限回の full-twisitを許し，∂wi1 =

{( 2i−1
2n+1

, 1
2
,−1), ( 2i−1

2n+1
, 1
2
, 0)}，∂wi2 = {( 2i

2n+1
, 1
2
,−1), ( 2i

2n+1
, 1
2
, 0)}を満たすことと

する．

(2) [0, 1]1×[0, 1]2×[−1, 0]内の2n本のarcsの集合をw′ = (w11∪w12)∪· · ·∪(wn1∪wn2)

とおく．

(3) この時γとw′の和集合は，[0, 1]× [0, 1]× [−1, 1]内のボトムタングルとなる．

(4) 最後に各 t ∈ [−1, 1]と (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]に対して，(x, y, t)を (x, y, 1
2
t + 1

2
)に

移すと，I3内のn成分ボトムタングルγ′を得る．



γ : γ’ : 

図 2.3: SL-moveの例

これら一連の操作を SL-moveと呼ぶ．SL-moveは，n成分ストリング絡み目 wと
full-twistsの回数によって決定される（図 2.3）．
次の補題 2.2は，[5]に直接言及されている訳ではないが，その中の幾つかの結果を

組み合わせて得られる．ただし，ミルナー不変量の計算によって直接この補題2.2を証
明することも可能である．

補題 2.2 ([5]). γをn成分ボトムタングル，γ′をSL-moveによってγから得られるn成分
ボトムタングルとする．この時長さk以下の任意の数列Jに対して，µγ(J) = µγ′(J) = 0

ならば，長さ2k + 1以下の任意の数列 Iに対して，µγ(I) = µγ′(I)が成り立つ．

注 2.3. γと γ′を次の図 2.4に描かれた順序付けられた有向 4成分ボトムタングルとす
る．定義より長さk = 1の任意の数列に対して，常にµγ(j) = µγ′(j) = 0である．よっ
て補題 2.2より，長さ 2k + 1 = 3以下の任意の数列 J に対して，µγ(J) = µγ′(J)で
ある．しかしミルナー不変量の計算によって，長さ 2k + 2 = 4の数列 1234に対して，
µγ(1234) = 0 ̸= 1 = µγ′(1234)である．すなわち補題 2.2は，数列の長さが 2k + 2以上
の場合には一般に成り立たない．

1 2 3 4 1 2 3 4

γ : γ’ : 

図 2.4:

以上の補題2.1と2.2を用いて，命題1.12の証明を行う．

証明. n葉クローバー絡み目 cの任意の2つのdisk/band曲面FcとF ′
cは，補題2.1より，

full-twistsとPB-moveによって互いに移り合う．よって，FcとF ′
c各々から得られるn

成分ボトムタングルγFcとγF ′
c
は，ST-moveによって移り合う．さらに初めて 0でない

値を取る時の絡み目のミルナー不変量は，ストリング絡み目のミルナー不変量と一致



する．したがって，長さk以下の任意の数列Jに対して，µLc
(J) = µγFc

= µγF ′
c
= 0で

ある．以上より，γFcと γF ′
c
は，補題 2.2の仮定を満たすので，長さ 2k + 1以下の任意

の数列 Iに対して，µγFc
(I) = µγF ′

c
(I)が成り立つ．

3. 主定理
この節では，定義したクローバー絡み目のミルナー不変量を用いた応用として得られ
たクローバー絡み目の分類定理を紹介する．その主定理を述べるために，まず幾つか
定義を説明する．
定義 3.1. cと c′をn葉クローバー絡み目とする．cと c′が edge-homotopicであると
は，cと c′は，自己交差交換と ambient isotopiesによって互いに移り合うことである．
ここで，自己交差交換とは，同じ辺の交差交換である．
定義 3.2 ([3]). cと c′をn葉クローバー絡み目とする．cと c′がCk同値であるとは，c

と c′は，Ck-movesによって互いに移り合うことである．ここで，Ck-moveとは，次の
図3.1で定義される局所変形である．

0 1 2 k-1 k 0 1 2 k-1 k

C1-move

Ck-move

(k > 1)

図 3.1:

定義 3.3. cと c′をn葉クローバー絡み目とする．cと c′が (edge-homotopy+Ck)同
値であるとは，cと c′は，edge-homotopiesとCk-movesで互いに移り合うことである．
準備が整ったので，主定理を述べる．

定理 3.4. cと c′を順序付けられた有向n葉クローバー絡み目，LcとLc′を各々cと c′の
leavesの非交和とする．長さ k以下の任意の数列Jに対して，µLc

(J) = µLc′
(J) = 0の

とき，cと c′が (edge-homotopy +C2k+1)同値である必要十分条件は，長さ 2k + 1以下
の繰り返しのない任意の数列 Iに対して，µc(I) = µc′(I)が成り立つことである．
Ck同値の性質として，次の事実が知られている．

注 3.5. nが2k+1以下のとき，cと c′が (edge-homotopy+C2k+1)同値ならば，cと c′は
edge-homotopicである．
したがって，この注3.5から次の系を得ることが出来る．

系 3.6. cと c′を n葉クローバー絡み目，LcとLc′をそれぞれ cと c′の leavesの非交和
とする．長さ n

2
以下の任意の数列Jに対して，µLc

(J) = µLc′
(J) = 0のとき，cと c′が

edge-homotopicである必要十分条件は，長さn以下の繰り返しのない任意の数列 Iに対
して，µc(I) = µc′(I)が成り立つことである．



注 3.7. この系3.6は，クローバー絡み目の仮定付き edge-homotopy分類を与えている．
ただしn = 3のとき，定義より長さ1のミルナー不変量は常に0なので仮定を必要とし
ない．すなわち cと c′が edge-homotopicである必要十分条件は，長さ 3以下の繰り返
しのない任意の数列 Iに対して，µc(I) = µc′(I)である．これは，3葉クローバー絡み
目の edge-homotopy分類を解決している．またn = 4, 5のとき，長さ2以下の任意の数
列Jに対して，µLc

(J) = µLc′
(J) = 0であるという仮定が必要になる．しかし長さ2の

ミルナー不変量は絡み数なので，計算が非常に簡単な仮定となっている．したがって，
n = 4, 5のときも容易に edge-homotopy分類を考えることが出来る．

注 3.8. cと c′を図 3.2に描かれた 2つの順序付けられた有向 n葉クローバー絡み目
とする．Lcと Lc′ を cと c′それぞれの leavesの非交和とする．このとき Lc = Lc′ な
ので，これらは互いに link-homotopicである．しかし，長さ 3の数列 123に対して，
µc(123) = 1 ̸= 0 = µc′(123)なので，系3.6より，cと c′は edge-homotopicではない．

c c’

1 2 3 1 2 3

Lc Lc’

図 3.2:
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