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Abstract

本研究は代数体と 3次元多様体、素数と結び目の類似を体系的に研究することを目的とする「数論的位相

幾何学」に属する。本稿では、まず代数体の Zp 拡大の類似物として有理ホモロジー球面の分岐 Zp-cover

を定義し、岩澤類数公式の類似の拡張を述べ、並行な純群論的証明を見る。また演習問題として周期的

結び目についての古典的結果の帰結とその類似を考える。次に補空間の基本群から Zp への全射準同型を

GL1(Fp)への自明表現の変形と看做せることを確認し、普遍変形と Alexander多項式の関係を復習する。

最後に結び目群の SL2(k)表現の普遍変形の理論に簡単に触れる。

1 Introduction

数論と低次元トポロジーの類似の体系的研究を Arithmetic Topology と呼ばれ、Mazur-Kapranov-

Reznikov + 森下 の「辞書」がある（[Rez97] [Rez00], [Mor12]）：

代数体 k（整数環の SpecOk） 有向連結三次元多様体M（QHS3）

素イデアル p（SpecFp ↪→ SpecOk） 結び目 K : S1 ↪→M

族 S = {p1, ..., ps} 絡み目 L : ⊔S1 ↪→M

体の（不分岐, 分岐）拡大 F/k 多様体の（ , 分岐）被覆 h : N →M

étale基本群 π1(SpecOk) 基本群 π1(SpecOk)

イデアル類群 Clk = Ik/Pk H1(M) = Z1(M)/B1(M)

fact. #Clk <∞ suppose #H1(M) <∞ (⇐⇒
iff

M : QHS3)

Artin π1(SpecOk)
ab ∼= Clk ∼= Gal(kurab /k) Hurwicz π1(M)ab ∼= H1(M) ∼= Gal(Mab/M)

分岐条件付きガロア理論 分岐被覆空間の理論, [Mor12],[Uek14]

イデール類体論 [Nii14], [NU]

岩澤理論 Alexander-Fox理論

Zp 拡大 k∞/k, 岩澤多項式 Z被覆 X∞ → X, Alexander多項式

肥田-Mazur理論 [MT07], [MTTU]

岩澤理論と Alexander-Fox理論がよく似ていることは昔から知られていたが（[Maz64]）、精密化の試みと

して、近年 [HMM06], [KM08], [KM13], [Uek] などがある。その拡張を次節で述べる。次に岩澤理論が GL1

表現の理論と見れることを説明し、SL2 版へのアプローチを最後に述べる。

注意

本稿では p を固定された素数とし、Zp と書いたら p 進整数環を表す。すなわち Zp := lim←−Z/pnZ =

{
∑∞

n=0 anp
n | 0 ≤ an < p}、これは Zの p進完備化である。



2 岩澤類数公式とその類似

岩澤類数公式の類似は [HMM06], [KM08] でM = S3,Q-HS3 上の分岐 Z-cover に対してそれぞれ示され
た。後者は [Sak79]の単完全列に依拠していたが、新しい岩澤理論の教科書である落合理「岩澤理論とその展

望（上）」([Och14])に見通しのよい記述があり、その真似をすると、並行な純Galois理論的な議論のみによっ

て、一般の Zp-coverの場合に拡張できる。他方で、[KM08]の方法を直接拡張すると、詳しいことが言える。

2.1 コンパクト Λ加群の補題

Zp の加法群と同型な群 Γ = ⟨t⟩ に対し、完備群環 Λ := Zp[[Γ]] = Zp[[T ]]; (t = 1+ T ) を考える。コンパク

ト Λ加群の構造定理がある。

Proposition 2.1（[Was97](Lemma 13.16 and Theorem 13.12)） X がコンパクト Λ加群のとき、

(1) X は Λ加群として有限生成 ⇐⇒
iff
X/(p, T )が有限群

(2) X が Λ加群として有限生成のとき、一意な標準型との擬同型がある：

X ∼ Λ⊕r ⊕⊕iΛ/(f
ei
i )⊕⊕jΛ/(p

mj ),

r, ei,mk ∈ Z, fi ∈ Zp[T ] は既約 distinguished多項式（monicかつ他の係数が ∈ pZp）。

ここに擬同型とは Ker,Cokerが有限な準同型のことである。このことから、次が言える。

Proposition 2.2 X を有限生成トーション Λ加群とする。このとき

(1) X/(tpn − 1)が有限群 ⇐⇒
iff

特性イデアル charΛ(E)と (tp
n − 1)が共通因子を持たない。

(2) (1)の条件下で、ある整数 λ, µ ≥ 0と ν があって十分大きな任意の nに対して

#(X/(tp
n

− 1)) = pλn+µpn+ν .

(3) 多項式 f(t− 1)がある n0 に対し tp
n0 − 1を割り切る時、(2)の左辺の分母を ( tp

n
−1

f(t−1) )に置き換えたもの

も成り立つ。

2.2 Zp 拡大と岩澤類数公式

Theorem 2.3（岩澤類数公式） k/Qを有限次拡大、k∞/kを Zp 拡大とし、pn 次の部分拡大を kn/kとかく。

このとき、ある λ, µ, ν があって、n≫ 0に対して

#Cl(kn)(p) = pλn+µpn+ν .

kn の最大不分岐 p拡大を k̃n とすると、類体論より Cl(kn)(p) ∼= Gal(k̃n/kn)であり、k̃n/kは k̃n の最大性か

らガロアとなる。【注意、このことは純群論的に言えている。】また、k̃∞ := ∪k̃n とすると k̃∞/k もその最大

性よりガロアとなる。Γ := Gal(k∞/k) = ⟨t⟩ ∼= Zp は X = lim←−Cl(kn)(p) ∼= Gal(k̃∞/k∞)への共役による自

然な連続作用を持ち、X は Λ加群となる。

Proposition 2.4 Zp 拡大 k∞/k を考える。(1) k∞/k の分岐素点が唯一であり、かつそこで完全分岐なとき、

Cl(kn)(p) ∼= X/(tp
n − 1) である。



(2) k∞/k が s個の素点でのみ分岐し、かつそこで完全分岐のとき、ある X の指数有限部分 Λ加群 Y につい
て、Cl(kn)(p) ∼= X/( t

pn−1
t−1 )Y である。

定理の証明. Cl(kn)は有限群なので補題から X ,Y は有限生成トーション Λ加群となり、補題から類数公式

が従う。また任意の Zp 拡大 k∞/k についても、十分大きな n0 を取ると k∞/kn0 は有限個の素点で分岐、か

つ全ての分岐素点で完全分岐な Zp 拡大となり、上のケースに帰着される。□

命題の証明. Gn = Gal(k̃∞/k̃n)とおく。同型 (tp
n −1)X ∼= [Gn, Gn] …☆ がある。実際、左辺による k̃∞/kn

の固定体 k̃n
′
は、tp

n

のアーベル群 Gal(k̃n
′
/k∞)への共役作用が自明となるような最大の k̃n

′
であり、これは

kn上アーベルな最大の中間体であり、右辺の固定体に一致する。（【注意】ここは本当は純群論的な議論である。）

Γn = ⟨tpn⟩とX がアーベルで、Gn/X = Γnなので、[Gn, Gn]は (tp
n−1)x = t̃p

n

xt̃−pn

x−1 = [t̃p
n

, x], (x ∈ X )
たちが位相的に生成する。(t̃は tの Gn へのリフト。) 一方 (tp

n − 1)X は compact Hausdorff空間の間の連

続写像の像ゆえ閉である。

(1) 分岐素点 p が唯一つの時、その惰性群 In < Gn < Gal(k̃∞/k) について、k̃∞/k∞ が不分岐で k∞/k

が完全分岐ゆえ In ∩ X = 1, Gn
∼= In ⋉ X であり、Cl(kn)(p) ∼= Gal(k̃n/kn) ∼= Gn/In[Gn, Gn] ∼=

InX/In(tp
n − 1)X ∼= X/(tp

n − 1)X となる。□

(2) 次に、分岐素点が複数あり、かつそこで完全分岐な時ときを考える。k∞/k の分岐素点を p1, ..., ps

とする。各 pi の惰性群は Ii < Gal(k̃∞/k) ↠ Gal(k∞/k) ∼= Zp により Zp と同型。これによる t の逆

像を ti と書く。Y = ⟨(t− 1)X , t2t−1
1 , ..., tst

−1
1 ⟩ < Gal(k̃∞/k) と置く。これは X の指数有限部分群で、

Cl(kn)(p) ∼= X/( t
pn−1
t−1 )Y となる。

実際、☆より X/(tpn − 1) ∼= Gal(k̃∞/kn)
ab である。Gal(k̃n/kn)はこれを惰性部分群 Ii たちが正規に生成

する群で割った商であり、Ii たちは tp
n

i ∈ Gal(k̃∞/k)たちが生成する。よって

　 Cl(kn)(p) ∼= Gal(k̃n/kn) ∼= (X/(tpn − 1)X )/⟨tpn

1 , ..., tp
n

s ⟩ ∩X の像
　 ∼= X/(⟨(tpn − 1)X , tpn

1 , ..., tp
n

s ⟩ ∩ X ) = X/⟨(tpn − 1)X , tpn

2 t−pn

1 , ..., tp
n

s t−pn

1 ⟩.
ここで、tnj = (tjt

−1
1 )(t1tjt

−1
1 t−1

1 )(t21tjt
−1
1 t−2

1 )...(tn−1
1 tjt

−1
1 t

−(n−1)
1 )tn1 なので、共役作用 ⟨t⟩↷ X (x ∈ X に

対し xt = t1xt
−1
1 ) を用いて tp

n

j t−pn

1 = (tjt
−1
1 )1+t+...+tp

n−1

、よって

　分母 = ( t
pn−1
t−1 )⟨(1− t)X , t2t−1

1 , ..., tst
−1
1 ⟩ = ( t

pn−1
t−1 )Y. □

2.3 分岐 Zp 被覆

ここでも、各 pn 番目の対象を An のように書く。(Mn →M で pn 次被覆を表す。)

Definition 2.5 有限リンク Lで分岐する（QHS3 の）pn 次巡回分岐被覆の族 {hn : Mn →M} が射影系をな
すとき、これを（QHS3 の）分岐 Zp 被覆と呼ぶ。

言い換えると、各 hn が hn+1 の部分分岐被覆となっている。これは補空間 X := M \ L の基本群の p進完備

化から Zp への全射 τ̂ : π̂1(X) ↠ Zp と同型を除き一対一に対応する。

Example 2.6 L = K1 ∪K2 を二成分リンクとし、Ki のメリディアンを µi ∈ H1(X) と書く。p ≡ 1mod 4

のとき
√
−1 ∈ Zp である。τ : µ1, µ2 7→ 1,

√
−1が定める射に対応する分岐 Zp 被覆は、X のひとつの Z被覆

の部分列として実現されないものである。



Theorem 2.7（岩澤型公式 (U.)） 一般に QHS3 の分岐 Zp 被覆に対し、ある定数 λ, µ, ν があって

#H1(Mn)(p) = pλn+µpn+ν , (n≫ 0).

各 nに対し M̃n →Mn を最大不分岐アーベル p被覆とすると、Xn := H1(Mn)(p) ∼= Gal(M̃n/Mn)は自然

に射影系をなす。X := lim←−Xn とする。（数論と並行に見るため、Xn,X の演算は乗法的に書くことにする。）
合成 M̃n → M はMn の最大性からガロアである。Γn := Gal(Mn → M) ∼= Z/pnZ, Γ := lim←−Γn

∼= Zp と

し、Γの位相的生成元 tを取る。Γは X への共役による自然な連続作用を持つ。

Proposition 2.8 M∞ →M の分岐成分 Lについて

(1) Lが結び目で、かつそこで完全分岐の時 H1(Mn)(p) ∼= X/(tp
n − 1)X が成り立つ。

(2) 一般に絡み目 Lで完全分岐のとき、X のある指数有限部分 Λ加群 Y があってH1(Mn)(p) ∼= X/( t
pn−1
t−1 )Y

が成り立つ。

定理の証明. 適当に番号をズラして、全ての分岐成分で完全分岐としてよい。上の命題が示されれば、Λ加群

の補題から定理が従う。□

命題の証明. Gn,N := Gal(M̃N → Mn), Gn := lim←−N
Gn,N について、(tp

n − 1)X = [Gn, Gn] …☆である。

実際、Gn/X = Γn であり、Γn = ⟨tpn⟩と X がアーベルなので、[Gn, Gn]は (tp
n − 1)x = t̃p

n

xt̃−pn

x−1 =

[t̃p
n

, x], (x ∈ X )たちが位相的に生成する。一方、(tp
n − 1)X は compact Hasudorff空間の間の連続写像の

像ゆえ閉である。

(1) 分岐成分が一つで、そこで完全分岐の時、惰性群 In < Gn < G1 について、In ∩X = 1, Gn
∼= In ⋉X で

あり、H1(Mn)(p) ∼= Gal(M̃n/Mn) ∼= Gn/In[Gn, Gn] ∼= InX/In(tp
n − 1)X ∼= X/(tp

n − 1)X となる。□

(2) 分岐成分が複数あり、そこで完全分岐の時、分岐リンクを K1 ⊔ ... ⊔Ks とする。各 Ki の惰性群は Ii <

G1 ↠ Γ ∼= Zp により Zp と同型。これによる tの逆像を ti と書く。Y = ⟨(t− 1)X , t2t−1
1 , ..., tst

−1
1 ⟩ < G1 と

置くと、H1(Mn)(p) ∼= X/( t
pn−1
t−1 )Y となる。

実際、先ほどの☆より X/(tpn − 1) ∼= Gab
n であるが、Gal(M̃n/Mn)はこれを惰性部分群たちが正規に生成

する群で割った商であり、惰性部分群たちは tp
n

i ∈ G1 たちが生成する。よって

　 H1(Mn)(p) ∼= Gal(M̃n/Mn) ∼= (X/(tpn − 1)X )/⟨tpn

1 , ..., tp
n

s ⟩ ∩ X の像
　 ∼= X/(⟨(tpn − 1)X , tpn

1 , ..., tp
n

s ⟩ ∩ X ) = X/⟨(tpn − 1)X , tpn

2 t−pn

1 , ..., tp
n

s t−pn

1 ⟩.
ここで tnj = (tjt

−1
1 )(t1tjt

−1
1 t−1

1 )(t21tjt
−1
1 t−2

1 )...(tn−1
1 tjt

−1
1 t

−(n−1)
1 )tn1 なので、共役作用 ⟨t⟩ ↷ X (x ∈ X に

対し tx = xt = t1xt
−1
1 )を用いて tp

n

j t−pn

1 = (tjt
−1
1 )1+t+...+tp

n−1

、よって

　分母 = ( t
pn−1
t−1 )⟨(1− t)X , t2t−1

1 , ..., tst
−1
1 ⟩ = ( t

pn−1
t−1 )Y. □

2.4 特性イデアルについて

結び目Ki が分岐 Zp 被覆で完全分岐可能 ⇐⇒
iff

[Ki] = 0 in H1(M)(p) である。分岐成分で完全分岐な一般

の Zp 被覆に対して、X の特性イデアル = (∆1(t))と書くと、Λ加群の補題から次の判定条件が従う: ∆1(t)

が円分多項式を割らない ⇐⇒
iff
∀n,#H1(Mn) <∞ i.e., Mn が QHS3。

特に L = ∪Ki について ∀[Ki] = 0 in H1(M) のとき、τ : ∀µi 7→ 1によって「TLN被覆」が定義される。

このとき∆1(t)は Alexander多項式（Lが 2成分以上の時は、reduced Alexander 多項式 ×(t− 1)）となり、

[KM08]の判定条件を得る。



分岐 Zp 被覆の定義準同型 τ がトーションを 0に送ることに気をつけると、各 N に対して n ≤ N の部分は

いつもある Z分岐被覆の部分被覆として得られる。すると岩澤型公式の拡張は [KM08]の結果から直接従う。

また分岐成分が完全分岐の時、[Sak79]の短完全列の修正版

0→ H1(M)→ H1(Mn)→ X/νpnX → 0,

νn :=
∑

0≤i<i t
i も得られる。これと [Hil12] Theorem 3.13 より次の類似定理 ([KM08])の拡張が得られる。

Theorem 2.9（(U.)） 完全分岐な分岐 Zp 被覆の X の特性イデアルの生成元 ∆1(t)について、
|H1(Mn)(p)|
#H1(M)(p)

= |
∏

ζpn=1

∆1(ζ)|(p).

Theorem 2.10（[Was97]） 技術的な仮定の下、Zp 拡大 k∞/k の岩澤多項式 ∆1(t)について、
|Cl(kn)(p)|
#Cl(k)(p)

= |
∏

ζpn=1

∆1(ζ)|(p).　普段のパラメータとの関係 t = 1 + T に注意。

ここに |A|は Aが有限群なら #A、無限群なら 0とする。番号をずらせば完全分岐の条件は外せる。後者は

k = Q(ζp), k∞ = Q(ζp∞) で p̸ |#Cl(Q(ζp + ζ−1
p )) ならば成り立つ。

Exercise 2.11（periodic knot and prime?） 結び目 K ⊂ S3 の巡回分岐 Z被覆 M∞ → S3 を取り、その r次

部分分岐被覆Mr → S3 の族を考える。次の古典的結果の帰結とその類似は何か。

Theorem 2.12（periodic knot [Gor72]） 次は同値である。

(i) H1(Mr) ∼= H1(Mr+m), ∀r（つまりmが周期）(ii) λ1(t) := ∆1(t)/∆2(t)が tm − 1を割る。

ここに∆i(t)はアレクサンダー（岩澤）加群の i-th elementary ((i− 1)-th Fitting) ideal。

∆1(t)が円分多項式を因数に持たないことが ∀#H1(Mr) <∞なる条件だったので、岩澤不変量については
λ = µ = 0 ⇐⇒

iff
∆1(t)/∆2(t)=̇1 を主張するのみである。これは数体の場合にも、Fittingイデアルを思い出

すと、λ = µ = 0 ⇐⇒
iff
X ∼ 0 ⇐⇒

iff
∆1(t)/∆2(t)=̇1 という同値性があるので、自明に成り立っている。

3 GL1(Fp)自明表現のリフトとしての Zp 表現と普遍変形

ここでは、結び目版の岩澤理論を「GL1 表現の変形理論」の観点から概観したい。

Zpの単数はmod pで 0でない数の全体であり、Z∗
p
∼= Z/(p−1)×Zpが知られている。とくに u ≡ 1mod p

なる単数の全体は 1 + pZであるが、その乗法群からの non canonicalな同型 1 + pZp
∼= Zp; 1 + p←→ 1 が

ある。今まで群 π1(X)から Zp への射 τ を考えてきたが、この同型を使って、1 + pZp ⊂ GL1(Zp)への射と

思う、というのがここでのポイントである。

Rを完備局所 Zp加群とする。その極大イデアルをmRと書き、R/mR
∼= Fpを仮定する。表現 ρ̄ : π1(X)→

GL1(Fp) に対し、表現 ρ : π1(X)→ GL1(R)であって ρmodmR = ρ̄なるものを ρ̄の Rへの「持ち上げ」と

か「変形」とかいう。（一般次元では持ち上げの強同値類を変形と呼ぶ。）

次に完備局所 Zp 加群 R s.t., R/mR = Fp の全体を考える。表現 ρ̄ : π1(X) → GL1(Fp) の普遍変形

とは、ρ̄ の変形 ρuniv : π1(X) → GL1(Runiv) であって次の普遍性を満たすものである：「ρ̄ の任意の変形

ρ : π1(X)→ GL1(R)に対し、ある一意な射 φ : Runiv → R があって φ ◦ ρuniv = ρとなる。」



結び目 K ⊂ S3 の補空間 X = S3 \K の基本群 π1(X) を考え、メリディアン元を t と書く。全射準同型

τ̂ : π̂1(X)→ Zp は、Zp
∼= (1 + pZp)によって GL1(Fp) への自明な表現の R = Zp への変形と見れる。結び

目群の GL1(Fp)表現に対し、Runiv = Λ = Zp[[T ]]となり、特に自明表現の普遍変形は次で与えられる：

ρuniv : π1(X)→ GL1(Λ = Zp[[T ]]); t 7→ 1 + T.

実際、ρ̄の Rへの変形の全体を Defo(ρ̄, R)とかく。Rを固定すると二つの全単射

Defo(ρ̄, R)→ 1 +mR; ρ 7→ ρ(t), Hom(Zp[[T ]], R)→ 1 +mR;φ 7→ 1 + φ(T )

があり、R 7→ Defo(ρ̄, R) と R 7→ Hom(Zp[[T ]], R) は関手として R 7→ 1 + mR と自然同値。ゆえに

R 7→ Defo(ρ̄, R) は関手として余表現可能で、Zp[[T ]]により余表現される。次の対応が普遍性を与える：

Defo(ρ̄, R)→ Hom(Zp[[T ]], R); ρ 7→ (φρ : f(T ) 7→ f(ρ(t)− 1)).

さらに、岩澤（Alexander）加群と普遍変形が関係する:

Λ = Zp[[Γ]] ↷ X ∼= lim←−H1(Xpn ,Zp) ∼= H1(X,Λ) ∼= H1(π1(X),Λ) = H1(ρuniv).

4 SL2 表現の普遍変形について

代数閉体 k を任意に取り、k を剰余体にもつ完備離散付置環 O を固定し、k を剰余体に持つ完備局所 O 代
数 Rの全体を考える。表現 ρ : Π → SL2(k) の SL2(R)への持ち上げの強同値類を ρの変形と呼び、任意の

変形が経由する表現 ρuniv の強同値類を ρの普遍変形と呼ぶ。

結び目群の良い SL2(k)表現の普遍変形環は指標スキームの表現環と同型である。また k 有理点について、

指標スキームの表現環は被約化すると指標多様体の座標環の完備化と同型である。幾つかの良い結び目のクラ

スでは、もともと被約である。さらに個別に接空間の議論で補うと O 係数でも同型を言うことができる。
二橋結び目の Riley 標準表現 ρ に対して、char k が Riley の多項式 u の判別式を割らないとき普遍表現

ρuniv を具体的に与えることができた。また、双曲結び目の場合には、Thurstonの理論において Dehn手術の

係数が双曲構造の変形パラメータとなるが、それを普遍変形のパラメータに取れることも示された。

これらは肥田-Mazurの理論（[Hid06]）や R=T（[Sai13]）の類似と考えられる。（[MT07], [MTTU]）
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