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1 導入

Ng を種数 g の連結な向き付け不可能閉曲面，すなわち射影平面 g 個の連

結和，· : H1(Ng;Z2) × H1(Ng;Z2) → Z2 を Ng の Z2 = Z/2Z係数 1次ホ

モロジー群H1(Ng;Z2)上の交叉形式とする．Ng のモデルとして g個の境界

成分を持つ球面の各境界成分にメビウスの帯を貼り合せたものを考えること

にし，メビウスの帯を貼り合せた印として円 (球面の境界)の中に ×を描く
ことにする (図 1, 3を参照)．この Ng の表記は，g個の境界成分を持つ球面

の各境界成分の対蹠点を同一視したものと同じであることに注意する．この

とき，Aut(H1(Ng;Z2), ·)を，交叉形式 ·を保つH1(Ng;Z2)上の自己同型写

像全体からなる AutH1(Ng;Z2)の部分群とする．図 1のようなH1(Ng;Z2)

の基底 {x1, x2, . . . , xg}を取ることにより Aut(H1(Ng;Z2), ·)は Zg
2 上の直行

変換からなる群 O(g,Z2) = {A ∈ GL(g,Z2) | tAA = E} と同型である為，
Aut(H1(Ng;Z2), ·)は有限群である．特に，Aut(H1(Ng;Z2), ·)は有限表示可
能である．更に，Korkmaz [1]と Szepietowski [7]により，次の同型対応が知

られている．

Aut(H1(Ng;Z2), ·) ∼=

{
Sp(2h,Z2) if g = 2h+ 1,

Sp(2h,Z2)⋉ Z2h+1
2 if g = 2h+ 2.

　本稿では Aut(H1(Ng;Z2), ·)の明確な有限表示について述べ，その応用と
して Aut(H1(Ng;Z2), ·)の 1,2次ホモロジー群の計算についても述べる．

2 Aut(H1(Ng;Z2), ·)の生成系
Ng 上の双側な単純閉曲線 γ に対し，γ に沿った Dehn twistとは，次のよ

うな操作で得られるNg 上の自己微分同相写像のことである．まず，γのNg

内での管状近傍N を取る (N はアニュラスと微分同相となる)．このとき，N



図 1: ホモロジー類 x1, x2, . . . , xg を代表する Ng 上の単純閉曲線

µ1, µ2, . . . , µg．

を γで切って 360度 (アニュラスに適当な向きを入れ)右回転させ再度貼り直

すことによって構成される N 上の写像 τγ を考える (図 2参照)．γ に沿った

Ng 上の Dehn twist tγ とは，この τγ を恒等写像で Ng 上に拡張して得られ

る Ng 上の自己微分同相写像のことである．曲面が向き付け可能な場合と異

なり，Ng 上のDehn twistを考える場合は，Dehn twistを定義する各曲線ご

とに捻る方向を指定する必要があることに注意する．

図 3のようなNg 上の単純閉曲線 α1, . . . , αg−1, βに対し，それらに沿った

Dehn twistをそれぞれ tα1 , . . . , tαg−1 , tβ とする．それぞれの曲線の横の矢印

でDehn twistの正の向きを定義する．Ng上の自己微分同相写像 f : Ng → Ng

に対し f の H1(Ng;Z2)への作用を f∗ とし，ai := (tαi)∗ (i = 1, . . . , g − 1),

b = (tβ)∗ とおく．このとき，ai (i = 1, . . . , g − 1)，bは 1章で与えられた

H1(Ng;Z2)の基底 {x1, x2, . . . , xg}に対し，以下のように作用することが分
かる．

ai :


xi 7→ xi+1,

xi+1 7→ xi,

xk 7→ xk (k ̸= i, i+ 1),

b :



x1 7→ x2 + x3 + x4,

x2 7→ x1 + x3 + x4,

x3 7→ x1 + x2 + x4,

x4 7→ x1 + x2 + x3,

xk 7→ xk (k ̸= 1, 2, 3, 4).

Mccarthy-Pinkall [2]は，Aut(H1(Ng;Z2), ·)が a1, . . . , ag−1, bよって生成さ

れることを示している．

図 2: アニュラス上の写像 τγ．



図 3: Ng 上の単純閉曲線 α1, . . . , αg−1, β．

3 主結果

定理 3.1. Aut(H1(Ng;Z2), ·)は g = 1のとき自明な群となり，また g = 2, 3

のとき生成系を a1, . . . , ag−1，g ≥ 4のとき生成系を a1, . . . , ag−1, bとし，以

下のような関係式からなる群表示を持つ：

1. a2i = b2 = 1 (i = 1, . . . , g − 1),

2. (aiaj)
2 = 1 (|i− j| > 1, g ≥ 4),

3. (aiai+1)
3 = 1 (i = 1, . . . , g − 2, g ≥ 3),

4. (aib)
2 = 1 (i ̸= 4, g ≥ 4),

5. (a4b)
3 = 1 (g ≥ 5),

6. (a2a3a4a5a6b)
12 = (a1a2a3a4a5a6b)

9 (g ≥ 7),

7. [ag−5, b g−2
2
] = 1 (g ≥ 8 even),

ただし， b0 = a1，b1 = b，b2 = (a1a2a3a4a5b)
5,

bi+1 = (bi−1a2ia2i+1a2i+2a2i+3bi)
5(bi−1a2ia2i+1a2i+2a2i+3)

−6 (2 ≤ i ≤ g−4
2 ),

[X,Y ] = XYX−1Y −1 とする．

定理 3.2. g ≥ 9もしくは g = 7のとき，H2(Aut(H1(Ng;Z2), ·);Z) = 0と

なる．

注意 3.3. 定理 3.1は g = 1, 2の場合は明らかであり，g = 3, 4の場合に関し

ては Szepietowski [6]によって与えられている．また，定理 3.2の g が奇数

の場合は Stein [4]により示されていることに注意する．

注意 3.4. 定理 3.1の表示を用いて計算することにより，g ≥ 1に対しAut(H1(Ng;Z2), ·)
の 1次ホモロジー群は以下のようになる．

H1(Aut(H1(Ng;Z2), ·);Z) =


0 (g = 1, g ≥ 7),⟨
[a1]

⟩ ∼= Z2 (g = 2, 3, 5, 6),⟨
[a1], [b]

⟩ ∼= Z2 ⊕ Z2 (g = 4).

この結果は g ≥ 7のとき Korkmaz [1]により示されている．



4 定理 3.1の証明の概略

M(Ng)をNgの写像類群，すなわちNg上の微分同相写像のアイソトピー類

からなる群とする．Stukow [5]によって g ≥ 4のときにM(Ng)の表示は与えら

れている．M(Ng)のH1(Ng;Z2)への作用は交叉形式を保つので，自然な準同

型写像 ρ2 : M(Ng) → Aut(H1(Ng;Z2), ·)がある．この準同型写像 ρ2の核を

Γ2(Ng)とおき，Ngのレベル 2写像類群と呼ぶ．Szepietowski [6]は，Γ2(Ng)

のM(Ng)の中での正規生成系を与えている．更に，McCarthyと Pinkall [2]

は準同型写像 ρ2が全射であることを示しているのでAut(H1(Ng;Z2), ·)は商
群M(Ng)/Γ2(Ng)と同型である．従って，Stukow [5]のM(Ng)の表示に，

Szepietowski [6]の Γ2(Ng)のM(Ng)の中での正規生成系を関係子として加

えた表示を計算すればよい．

5 定理 3.2の証明の概略

同一視 Aut(H1(Ng;Z2), ·) ∼= O(g,Z2)のもと，次のような準同型写像を考

える．

ιg : Aut(H1(Ng−1;Z2), ·) ↪→ Aut(H1(Ng;Z2), ·)

∈ ∈

A 7→


0

A ...

0

0 · · · 0 1

 .

更に，ιg によって誘導される 2次ホモロジー群の間の準同型写像

(ιg)∗ : H2(Aut(H1(Ng−1;Z2), ·);Z) → H2(Aut(H1(Ng;Z2), ·);Z)

を考える．注意 3.3より gが奇数のときH2(Aut(H1(Ng;Z2), ·);Z) = 0なの

で，定理 3.2を示すためには g ≥ 10のときに (ιg)∗が全射であることを示せば

よい．具体的には，g ≥ 9のときにH2(Aut(H1(Ng;Z2), ·);Z)の生成系を具
体的に構成し，その生成系の形が曲面の種数に依らずに同じになることを利用

して (ιg)∗が全射であることを示す．そのH2(Aut(H1(Ng;Z2), ·);Z)の生成系
の構成は，定理 3.1の表示に Tietze変換を施してできた Aut(H1(Ng;Z2), ·)
の表示に，Pitsch [3]の議論を適用して行う．
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