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Abstract

類体論とは高木貞治を発端とする代数体のアーベル拡大体を記述する理論であり、

後に C. Chevalley によってイデール群を用いて記述された。本稿では結び目と素数

の類似に基づき、3次元多様体におけるある無限成分の絡み目に対してイデール群を

導入し、分岐アーベル被覆を記述する類体論を構成する。尚、本研究は九州大学の植

木潤氏との共同研究である。

0 数論的位相幾何学

数論的位相幾何学は結び目と素数、3次元多様体と代数体の整数環の類似をたどり、互

いに問題を提起しあい、数論と幾何学を相互啓発的に発展させていく分野である。簡単に

類似の辞書を述べよう。より詳しくは [M]を参照されたい。

代数体 k の整数環 SpecOk 　 ⇐⇒ 連結で向き付け可能な閉 3次元多様体M

素イデアル p ⇐⇒ 結び目K

素イデアルの集合 { p1, . . . , pn } ⇐⇒ 絡み目 {K1, . . . ,Kn }
代数体の不分岐拡大 L/k ⇐⇒ 被覆 h : N →M

{p1, . . . , pn}上の分岐拡大 L/k ⇐⇒ 絡み目 {K1, . . . ,Kn}上の分岐被覆 h : N →M

イデアル類群 Hk ⇐⇒ 1次ホモロジー群 H1(M)

不分岐類体論 Hurewicz同型と被覆のガロア理論

Hk
∼= Gal(k̃ab/k) ⇐⇒ H1(M ;Z) ∼= Gal(Mab/M)

k̃ab: k の最大不分岐アーベル拡大 Mab: M の最大不分岐アーベル被覆
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ここでは上記の類似の辞書を用いて 3次元トポロジーにおける局所類体論、イデール的

大域類体論の類似物を構成する。

1 局所類体論

本節では数論における局所類体論を簡単に復習し、そのトポロジカルな類似物である

トーラスにおける局所類体論を構成する。kp を p進局所体、即ち Qp の有限次拡大体と

し、vp : kp → Z ∪ {∞}を p進付置、Op = { a ∈ kp | vp(a) ≥ 0 }を付置環とする。この
時以下の完全系列が成立する。

0→ O×
p → k×p

vp−→ Z→ 0.

一方で、kabp を kp の最大アーベル拡大体、kurp を kp の最大不分岐拡大体とした時、ガロ

ア理論より次の完全系列が成立する。

0→ Gal(kabp /kurp )→ Gal(kabp /kp)→ Gal(kurp /kp)→ 0.

さて、局所類体論の主定理は以下のようなものであった。

Theorem 1 (局所類体論 [KKS][Ne]). 局所相互写像と呼ばれる自然な準同型写像 ρkp
:

k×p → Gal(kabp /kp) が存在し、次を満たす。

(1) 次は可換完全図式である。

0 // O×
p

//

ρk|O×
p

��

k×p

ρk

��

vp // Z

��

// 0

0 // Gal(kabp /kurp ) // Gal(kabp /kp) // Gal(kurp /kp) // 0.

(2) 任意の有限次アーベル拡大体 FP/kp について、ρkp
は次の同型を誘導する。

k×p /N(F×
P ) ∼= Gal(FP/kp).

ここで N : F×
P → k×p はノルム写像である。

次に局所類体論のトポロジカルな類似物を構成する。ここで以下の類似の辞書を用

いる。
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p進整数環 ⇐⇒ K の管状近傍

Spec(Op) VK

p進体 ⇐⇒ VK の境界

Spec(kp) = Spec(Op) \ Spec(Op/p) ∂VK
∼= VK \K

この辞書により、トーラスにおける局所類体論の類似物を以下のように構成しよう。

K を連結で向き付け可能な閉 3 次元多様体内の結び目とし、VK を K の管状近傍、

TK := ∂VK をその境界とする。

mを TK 内のメリディアン、lを TK 内のロンジチュードとする。即ち、mは TK 内の

単純閉曲線であって、VK 内の二次元円盤の境界となっているものとし、lはmと横断的

に一点で交わり、H1(TK)を生成する TK 内の単純閉曲線とする。

この時、自然な包含写像 TK ↪→ VK は vK : H1(TK)→ H1(VK) = Z[l]を誘導する。こ
れを付値の類似と捉えることで以下の辞書を得る。

k×p ⇐⇒ H1(TK)

vp : k×p → Z ⇐⇒ vK : H1(TK)→ H1(VK) = Z[l]
p進付置 “K 進付置”

Ker(vp) = O×
p ⇐⇒ Ker(vK) = Z[m]

次に T ab
K を TK の最大アーベル被覆とし、T ur

K を VK の普遍被覆から来る TK の被覆と

すると、被覆のガロア理論より次の完全系列が成立する。

0→ Gal(T ab
K /T ur

K )→ Gal(T ab
K /TK)→ Gal(T ur

K /TK)→ 0.

さて、以上の類似より次のトーラスにおける局所類体論を得る。

Theorem 2 (トーラス TK の局所類体論 [N]). 局所相互写像と呼ばれる自然な準同型

ρTK
: H1(TK)→ Gal(T ab

K /TK) が存在し、次を満たす。

(1)以下が可換完全図式になる。

0 // Z[m] //

∼=
��

H1(TK)

ρK

��

vK // Z[l]

∼=
��

// 0

0 // Gal(T ab
K /T ur

K ) // Gal(T ab
K /TK) // Gal(T ur

K /TK) // 0.

(2) 任意の有限次アーベル被覆 h : X → TK について、次の同型が成り立つ。

ρX/TK
: H1(TK)/h∗(H1(X)) ∼= Gal(X/TK).
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2 イデール的大域類体論

本節では数論におけるイデール的大域類体論を復習し、その構成を真似て 3次元トポロ

ジーにおける大域類体論を構成する。k を代数体、即ち有理数体 Q の有限次拡大体とす
る。代数体 k のイデール群とは次のように定義される。

Ik :=

 (ap)p ∈
∏

p: prime

k×p

∣∣∣∣∣∣ ほとんど全ての pについて vp(ap) = 0

 .

また、k の元がイデール群に対角的に入り、その像を主イデール群と呼ぶ。即ち、

Pk := { (ap)p ∈ Ik | ap = a ∈ k× }.

ここで Ck := Ik/Pk を k のイデール類群と呼ぶ。イデール類群はイデアル類群の

精密化であり、次の関係式が成立する。イデール群の部分群 Uk := { (ap)p ∈ Ik |
全ての pについて vp(ap) = 0 } について、次の同型が成立する。

Ik/(Pk · Uk) ∼= Hk.

さて、イデール類群 Ck にはノルム位相と呼ばれる位相が定まる。ノルム位相は F/kを

有限次アーベル拡大体とした時に定まるノルム写像 NF/k : CF → Ck を用いて定義され

る。即ち、F が kの有限次アーベル拡大を走る時、NF/k(CF )が単位元 0の基本近傍系と

なるような位相が定まりこれをノルム位相と呼ぶ。

以上の準備のもとに次のイデール的大域類体論の主定理が得られる。

Theorem 3 (イデール的大域類体論 [Ne][KKS]). (1) 大域相互写像と呼ばれる準同型写

像 ρk : Ck → Gal(kab/k)が存在し、任意の有限次アーベル拡大 F/k について、ρk は次

の同型を誘導する。
Ck/NF/k(CF ) ∼= Gal(F/k).

(2) F 7→ NF/k(CF )という対応は有限次アーベル拡大体 F/k とイデール類群 Ck の指

数有限開部分群との間の 1対 1対応である。また、アーベル拡大体 F/k が Ck の指数有

限開部分群 N に対応している時、同型 Gal(F/k) ∼= Ck/N が成立する。

さて、上記を踏まえて 3次元多様体におけるイデール的大域類体論を構成しよう。以下

M を連結で向き付け可能な閉 3次元多様体とする。M 内の絡み目 K が以下の条件を満
たす時 very admissibleと呼ぶ。
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1. Kの連結成分は高々加算無限である。
2. Kは管状近傍を備える。
3. 任意の有限部分絡み目 L ⊂ K 上分岐する任意の有限アーベル被覆 h : N → M に

ついて h−1(K)が H1(N)を生成する。

任意のM について very admissibleな絡み目 Kが存在し、以下このような Kを固定し
て考える。Kは代数体 k の素イデアル全体の類似物であることに注意する。

さて、上記のような対 (M,K)についてイデール群を次のように定義する。

I(M,K) :=

{
(aK)K ∈

∏
K∈K

H1(TK)

∣∣∣∣∣ほとんど全てのK ∈ Kについて vK(aK) = 0

}
.

次に主イデール群を定義したいのだが、その前に一つ準備をする。有限部分絡み目

L ⊂ K について XL := M \ Lとし、Xab
L → XL をその最大アーベル被覆とする。この

時、L ⊂ Kに包含写像による順序を考えることで次のような逆極限を考える。

Gal(M,K)ab := lim←−
L

Gal(Xab
L /XL).

この時、各結び目 K ∈ Kについて ϕL
K : H1(TK)→ H1(XL) ∼= Gal(Xab

L /XL)が定ま

り、各K について和を取ることにより ϕL
M :=

∑
K ϕL

K : I(M,K) → Gal(Xab
L /XL) が定ま

る。その後 Lについて逆極限を取ることにより ϕM = lim←−L
ϕL
M : I(M,K) → Gal(M,K)ab

が定まる。

ここで、主イデール群を P(M,K) := Ker(ϕM ) と定義し、イデール類群を C(M,K) :=

I(M,K)/P(M,K) と定義する。この時、数論におけるイデアル類群とイデール類群の関係同

様に、1次ホモロジー群とイデール類群の関係式が成立する。即ち、イデール群の部分群

U(M,K) := { (aK)K ∈ I(M,K) | 全ての K ∈ K について vK(aK) = 0 }について、次の同
型が成立する。

I(M,K)/(P(M,K) + U(M,K)) ∼= H1(M).

また数論におけるイデール類群と同様に、ノルム位相を定める。即ち、h : N →M を有

限部分絡み目 L ⊂ K 上分岐する有限次アーベル被覆とした時、被覆が誘導する準同型達
によって hN/M : C(N,h−1(K)) → C(M,K) という準同型が定められ、これをノルム写像と

呼ぶ。このノルム写像により、 L ⊂ K と L上分岐する有限次アーベル被覆 h : N → M

が走る時、hN/M (C(N,h−1(K)))を単位元 0 ∈ C(M,K) の基本近傍系とするような位相が定

まり、これをノルム位相と呼ぶ。以上の準備のもとに次の定理が成り立つ。
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Theorem 4 (3 次元多様体におけるイデール的大域類体論 [N][NU]). M を連結で向き

付け可能な閉 3次元多様体とし、Kを very admissibleな絡み目とする。

(1) 大域相互写像と呼ばれる準同型写像 ρ(M,K) : C(M,K) → Gal(M,K)ab が存在し、K
の有限部分絡み目上分岐する有限次アーベル被覆 h : N →M について、ρ(M,K) が次の同

型を誘導する。
C(M,K)/h∗(C(N,h−1(K))) ∼= Gal(N/M).

(2) (h : N → M) 7→ hN/M (C(N,h−1(K))) という対応は、有限部分絡み目 L ⊂ K 上分
岐する有限次アーベル被覆 h : N →M と C(M,K) の指数有限開部分群との間の 1対 1対

応である。また、分岐被覆 h : N →M が CM の指数有限開部分群H に対応している時、

同型 Gal(N/M) ∼= C(M,K)/H が成立する。
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