
絡み目の曲面族への配置について

松崎 尚作 (早稲田大学大学院教育学研究科)

概 要

R3 に埋め込まれた連結 2-多様体から成る族を曲面族と呼ぶ. 曲面族 P =
{Pi}i∈Λが与えられた時, R3の絡み目LがPに配置可能であるとは, 向きを
保つR3の自己同相写像 fが存在して, 絡み目 f(L)の任意の成分がPに属す
るある 2-多様体に含まれることを言う. 本講演では, 任意の絡み目は,ある条
件を満たす曲面族に配置可能である事などについて述べる.

本稿を通じて, 絡み目といえば, R3に局所平坦に埋め込まれた有限個のS1を指すこと

とする.

1. はじめに

以前, 各成分が自明であるようなどんな絡み目も, R3上の全同位で上手に変形すること

で, 変形後の絡み目の各成分が, 何らかの平面に含まれるように出来ることを示した [2].

ここで, 平面とは, R3の中で,
{
(x, y, 0) ∈ R3

∣∣x, y ∈ R
}
と合同なものを指している. 各

成分が自明という強い条件の絡み目に対して得られていた結果を, 一般の絡み目に対し

て拡張することが出来たので, それを紹介する.

本稿を通じてPLカテゴリーで考える, また, 絡み目はR3にあるものとする.

定義. F = {F1, F2, F3, ..., Fn}を曲面族, Lを絡み目とするとき, LがFに配置可能であ
るとは, 以下が満たされるときをいう.

向きを保つ同相写像h : R3 → R3が存在して, 絡み目h(L)の任意の成分Cに対し

て, C ⊂ FiなるFi ∈ Fが存在する.

(同一の曲面に複数の絡み目の成分数が含まれていてもよいことに注意しておく.)

定義. 曲面族F = {F1, F2, ..., Fn}が平面族であるとは, 以下が満たされるときをいう.

1. 各Fiが, R2 × {0} ⊂ R3と合同であり,

2. i 6= jなる i, jに対し, Fi ∩ Fj が, R1 × {0} × {0} ⊂ R3と合同である.

なお, 各 i, jに対し, Fi ∩ FjをFの交差直線とよんでおく.

図 1: 平面族の例.

また, 平面族F = {F1, F2, ..., Fn}が与えられたとき, 以下の操作で得られる曲面族を準

平面族という.



Step1. 各平面に,“局所的に”ボールを有限個つける. (各ボールはFに属するちょうど
一つの平面とだけ交わり, その共通部分はディスクである. 各ボールは互いに交

わらない. また, 各ボールはFの交差直線と交わらない.)

Step2. 各ボールの中で, 平面に標準的な連結閉曲面を１つ連結和する.
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図 2: 2-準平面族の例.

以下, n枚の曲面から成る曲面族を, 単にn-曲面族と書く. 参考に, 以前得られた, 平

面族に配置可能な絡み目の特徴付けに関する結果を述べておく.

定理1[M]. Lを絡み目, nを自然数とするとき, 以下は同値である.

1. 絡み目, もしくは空集合L1, L2, ..., Lnが存在して, L = L1 ∪ L2 ∪ · · · ∪ Ln(直和)

と表され, 各Liは, 空集合でなければ自明絡み目となる.

2. Lは, 任意の, n-平面族に配置可能である.

系. 各成分が自明である絡み目Lは, 任意のµ(L)-平面族に配置可能である.

ただし, µ(L)はLの成分数とする. より正確には, 各成分が, それぞれ異なる平面に含

まれるように配置できる.

(例) 任意の3成分絡み目は, 例えば, 以下の様な平面族に配置可能である. 括弧内はR3

を一点コンパクト化してS3にしたときの曲面族の様子を模式的に書いたものである.

図 3: 3-平面族の例 (他にもある).

系. ブルン性を持つ絡み目は, その成分数よらず, 2-平面族に配置可能である.

そこで, 以下の様な問いを考える.

曲面族が与えられたとき, それに配置可能な絡み目を特徴付けよ. あるいは, 絡み

目が与えられたとき, それを配置することのできる曲面族を特徴付けよ.

定理 1は, この問いに関する部分的な解答を与えている. 以下のセクションでは, これ

を拡張した結果を紹介する.



2. 主定理

本セクションでは,定理1.より一般の曲面族 (準平面族)に拡張した結果について述べる.

定義. 準平面族 {F1, F2, F3, ..., Fn} が (g1, g2, g3, ..., gn) 型であるとは, 各 i に対して,

g(Fi) = giを満たすときをいう.

(例) 以下の準平面族{F1, F2}は, どちらも (7, 4)型である.
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図 4: (7, 4)型の2-準平面族{F1, F1}.

定義. Lを絡み目とするとき, h(L) := min
{
g(F )

∣∣ F は自明な連結閉曲面, L ⊂ F
}
を

Lのh-種数とよぶ [3].

定理2[M]. Lを絡み目, g1, g2, ..., gnを非負整数とするとき, 以下は同値である.

1. 絡み目または空集合L1, L2, ..., Lnが存在して, L = L1 ∪L2 ∪ · · · ∪Ln (直和)と表

され, 各 iに対してh(Li) ≤ giを満たす.

2. Lは, 任意の (g1, g2, ..., gn)型の準平面族に配置可能.

系. 任意の絡み目L = K1∪K2∪...∪Kn(各Kiは結び目)は,任意の
(
h(K1), h(K2), ..., h(Kn)

)
型準平面族に配置可能である.

(例) トーラス結び目２つから成る任意の2-成分絡み目は, 以下の様な準平面族{F1, F2}
に配置可能である.
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この定理の証明に, 以下の補題を用いるので紹介しておく.

補題.（Lee-Jin, 2001, [1]）L = LA ∪ LBを絡み目型, DをLの図式のひとつ, DAを

LAの図式のひとつとするとき, Lの図式D′が存在して, D′(LB) = D(LB)かつ, D′(LA)

とDAは, R2上の全同位で移りあう. （ここで絡み目の図式とは, 絡み目のR2上の図式

とする. また, Lの図式DとLの部分絡み目型L′に対し, DのL′に対応する部分だけに

注目した図式をD(L′)と表記する.）



3. 忠実な配置可能性

定義. F = {F1, F2, ..., Fn}を曲面族, L = K1 ∪K2 ∪ · · · ∪Knを絡み目 (Kiは結び目)と

するとき, LがFに忠実に配置可能であるとは以下を満たすときをいう.

向きを保つ同相写像h : R3 → R3が存在して, 各 iに対して, h(Ki) ⊂ Fi.

忠実とは限らない曲面族への配置の場合と同様に, 以下の様な問題を考えることがで

きる.

曲面族が与えられた時, それに忠実に配置可能な絡み目を特徴付けよ.

また,絡み目が与えられた時,それを忠実に配置できるような曲面族を特徴付けよ.

定理2を言い換えることで, 以下の命題が得られる.

命題. F = {F1, F2, ..., Fn}を平面族とし, Lを各成分が自明なn-成分絡み目とすると, L

はFに忠実に配置可能である.

また, 例えば以下のような結果も得られている.

命題. F = {F1, F2, ..., Fn}を以下の様な曲面族とし, Lをブルン性を持つn-成分絡み目

とすると, LはFに忠実に配置可能である.
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図 5: Fnと, 各Fi(i 6= n)との共通部分はループであり, nでない i, jに対しFi ∩ Fj = ∅
となる, スフィアからなる曲面族F = {F1, F2, ..., Fn}.
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