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1 ハンドル体結び目

1.1 ハンドル体結び目

3次元空間R3に埋め込まれたハンドル体をハンドル体結び目という。ハ

ンドル体結び目が自明であるとは、ハンドル体結び目がR3に標準的に埋

め込まれたハンドル体であるときをいう。2つのハンドル体結び目H,H ′

が同値であるとは、HをR3の同位変形でH ′に変形できるときをいう。

1.2 空間三価グラフ表示

R3 に埋め込まれた連結な有限グラフを空間三価グラフという。2 つ

の空間三価グラフ Γ,Γ
′
が同値であるとは、Γを R3 の同位変形で Γ

′
に

変形できるときをいう。任意のハンドル体結び目 H はある空間三価グ

ラフ Γで表すことができる。すなわち、Γの管状近傍がH であるとき、

Hは Γにより表されるといい、ΓはHを表すという。

2 射影図とダイアグラム

2.1 射影図とダイアグラム

R3からR2への自然な射影 pとは

p : R3 → R2; (x, y, z) 7→ (x, y)
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図 1:

である写像をいい、pが空間グラフ Γの射影であるとは、Γの像 p(Γ)の

すべての多重点が 2つの辺の横断的な交差のみのときをいう。このとき

p(Γ)をΓの射影図という。射影図の各二重点にΓの上下 (すなわち z成分

の大小)の情報を下側の弧を切ることで入れた図をダイアグラムという。

ハンドル体結び目Hの射影図・ダイアグラムとは、それぞれHを表す

空間三価グラフの射影図・ダイアグラムで定義する。

2.2 ライデマイスター変形

ライデマイスター変形とは図 1の変形操作のことである。

定理 1 ([2]). 2つのハンドル体結び目H,H
′
が同値であるための必要十分

条件はH とH
′
が表すダイアグラムが有限回のライデマイスター変形で

移り合うことである。

3 自明化数と非自明化数

3.1 準射影図、自明、非自明

上下の情報の入っていない二重点のことを前交点という。ある射影像

P に対して、P の一部 (もしくは全部)の前交点に上下の情報をいれたも

2



のを P から得られた準射影図 (もしくはダイアグラム)という。同様に、

準射影図Qに対して、Qの一部 (もしくは全部)の前交点に上下をいれた

ものをQから得られた準射影図(もしくはダイアグラム)という。

射影図または準射影図Qが自明であるとは、Qから得られる全てのダ

イアグラムが自明なハンドル体結び目を表しているときをいう。射影図

または準射影図Qが非自明であるとは、Qから得られる全てのダイアグ

ラムが非自明なハンドル体結び目を表しているときをいう。

3.2 自明化数、非自明化数の定義

c(Q)をQの交点の個数とする。射影図 P に対し、

tr(P ) := min{c(Q)|Q : P から得られる自明な準射影図 }

とし、このとき tr(P )を P の自明化数と呼ぶ。射影図 P に対し、

kn(P ) := min{c(Q)|Q : P から得られる非自明な準射影図 }

とし、このとき kn(P )を P の非自明化数と呼ぶ。

注 2. 射影図 P が自明であるとき kn(P ) =∞と表す。また非自明な射影

図は存在しない ([4]の命題 3.2の証明）。

注 3. 自明化数、非自明化数はともに 1にはならない。

4 主定理

図 2の射影図を Pm,nとする。

定理 4. m,n：偶数とする。このとき、

tr(Pm,n) = min{m,n}

である。

系 5. 任意の正の偶数 kに対して、あるハンドル体結び目の射影図 P が

存在して、

tr(P ) = k

を満たす。
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図 2:

証明. P = Pk,kとすると定理 4より tr(P ) = kとなる。

注 6 ([1]). 結び目の場合は射影図 P の自明化数は必ず偶数となる。

定理 7. m,n：偶数とする。このとき

kn(Pm,n) =
m+ n

2
+ 2

である。

系 8. 任意の 4以上の整数 lに対して、あるハンドル体結び目の射影図 P

が存在して、

kn(P ) = l

を満たす。

証明. P = P2,2l−6とすると定理 7より

kn(P ) =
2 + (2l − 6)

2
+ 2 = l

となる。

注 9 ([1]). 結び目の場合は任意の 3以上の整数 lに対して系 8と同様のこ

とが成り立つ。

系 10. 任意の正の偶数 k、任意の k+ 2以上の整数 lに対して、あるハン

ドル体結び目の射影図 P が存在して、

tr(P ) = k, kn(P ) = l

を満たす。
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図 3:

証明. m、nがm = k、n = −k+2l− 4のとき、Pm,nは系 10を満たすこ

とを示す。ここでm、nは偶数であることに注意する。

まず l ≧ k + 2より、

n = −k + 2l − 4 ≧ −k + 2(k + 2)− 4 = k = m

よって、

tr(Pm,n) = k

となる。また、

kn(Pm,n) =
m+ n

2
+ 2 =

k − k + 2l − 4

2
+ 2 = l − 2 + 2 = l

となる。

注 11 ([1]). 結び目の場合は任意の偶数 k、任意の 3以上の整数 lに対し

て系 10と同様のことが成り立つ。

5 主定理の証明

主定理の証明で次の命題を用いるので紹介する。

図 3のダイアグラムが表すハンドル体結び目をHk,l(k, l ̸= 0)とおく。

命題 12. k、lが偶数であるとき、Hk,lは自明でない。

命題 12は [3]で定義されたカンドル彩色を用いて示せる。
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図 4:

証明. 図4のように上段の前交点に上下の情報を与えると自明になるので、

tr(Pm,n) ≦ mであることがわかる。同様にすると tr(Pm,n) ≦ nであるこ

ともわかる。従って、tr(Pm,n) ≦ min{m,n}となる。l = tr(Pm,n)とおき、

l < min{m,n}と仮定する。QをPm,nから l個前交点に上下を与えること

で得られた自明な準射影図とする。Qの上段の交点の個数を q,下段の交点

の個数を q
′
とおく。q+ q

′
= l < min{m,n}であるから q, q

′
< min{m,n}

であることがわかる。ここでQの上段の正の交点の個数を q1,負の交点の

個数を q2とする。このとき q = q1 + q2となる。また r = q1 − q2とおく。

r ≧ 0のとき、Qの残りの前交点を全て正にし、r̃ = r +m− q(> 0)とお

く。r < 0のときQの残りの前交点を全て負にし、r̃ = −(r+ q−m)(< 0)

とおく。同様の操作を下段に対しても行い s̃を定義すると得られたハン

ドル体結び目はHr̃,s̃と同値。命題 12よりHr̃,s̃は自明でない。これはQ

が自明な準射影図であることに矛盾。従って、tr(Pm,n) ̸< min{m,n}が
示せた。よって、tr(Pm,n) = min{m,n}であることが示せた。

証明. 上段の前交点に m
2
個以下の正（負）の交点を付けても、残りの前

交点の交点の上下をうまく付けると正の交点の個数と負の交点の個数が

一致して自明にできる。従って、kn(Pm,n) ≧ m
2
+ 1 + n

2
+ 1 = m+n

2
+ 2.

ここで Pm,n に図 5のように交点を与えることで得られた準射影図を

Qm,nとおく。Qm,nから得られるダイアグラムは正の数 k、lが存在して

Hk,lを表す。命題 12よりHk,lは自明でないので、Qm,nも非自明。従って

kn(Pm,n) =
m+n
2

+ 2が示せた。
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