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1 ハンドル体結び目

ハンドル体結び目とは 3次元空間R3に埋め込まれたハンドル体のことであ

る ([2])．2つのハンドル体結び目H1, H2が同値であるとは, h(H1) = H2と

なるような向きを保つ R3 の同相写像 hが存在することである．任意のハン

ドル体結び目は spineを取ることで空間 3価グラフで表すことができる．ハ

ンドル体結び目が自明であるとは R3 に標準的に埋め込まれたハンドル体を

いい (図 1左), 図 1右の空間グラフで表される．

ハンドル体結び目H のダイアグラムとは, H を表す空間 3価グラフのダイ

アグラムのことである. 図 2のダイアグラムにおける変形をR1-6変形という.

任意のハンドル体結び目H, H ′に対して, H, H ′が同値であることとそれら

のダイアグラムが有限回の R1-6変形で移り合うことが必要十分である ([2]).

2 交差交換と結び目解消数

ハンドル体結び目H の交差交換とは, H を表す空間 3価グラフにおける交

差交換のことである (図 3右). 交差交換は図 3左のようなチューブの入れ替

えを表している.

命題 2.1. 任意のハンドル体結び目は有限回の交差交換を施すことで自明な

ハンドル体結び目に変形できる.

ハンドル体結び目H の unknotting numberとは自明なハンドル体結び

目を得るために必要な交差交換の最小回数のことであり, u(H)と表される.

3 カンドルとカンドル彩色

カンドル X とは, 以下の公理を満たすような二項演算 ∗ : X ×X → X 付

きの空でない集合X のことである ([6, 7]).
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図 1: 自明なハンドル体結び目とそれを表す空間 3価グラフ
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図 2: R1-6変形

• 任意の x ∈ X に対して, x ∗ x = x.

• 任意の x ∈ X に対して, Sx(y) = y ∗ xと定義される Sx : X → X が全単射.

• 任意の x, y, z ∈ X に対して, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z).

位数 nの二面体カンドルRnとは, Rn = Zn(= Z/nZ)上に二項演算 x∗y =

2y−xを与えたものである. Λを変数 tのローラン多項式環とする. アレクサ

ンダーカンドル M とは, Λ-加群 M 上に二項演算 x ∗ y = tx+ (1− t)yを与

えたものである. Rnはアレクサンダーカンドル Λ/(n, t+ 1)とカンドルとし

て同型であることが知られている.

整数 iに対して, a ∗i b := Si
b(a)と表す. アレクサンダーカンドルM にお

いては, a ∗i b = tia+ (1− ti)bとなる. カンドルX が type mとは

m = min{k ∈ N | 任意の a, b ∈ X に対して, a ∗k b = aとなる.}

を満たすことである. 例えば, 二面体カンドル Rn は type 2である.

Dをハンドル体結び目Hのダイアグラムとする. ここからDのカンドル彩色

を定義する（[2, 3, 4]). Dの arcとは, D上の曲線で両端点が undercrossing

か頂点であるものをいう. D の arc の集合を A(D) という. D の各辺には

normal orientationが与えられているとする.

Aをアーベル群とする. 写像 φ : A(D) → Aが以下の条件を満たすときD

の A-flowであるという (図 4).

(i) 各交点 χにおいて, χの under-arcを χ1, χ2 とする時, φ(χ1) = φ(χ2).
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図 3: 交差交換
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図 4:

(ii) 各頂点 ω において, ω に接合する 3 つの arc を ω1, ω2, ω3 とする時,
3∑

i=1

ϵ(ωi;ω)φ(ωi) = 0. ただし, ωi の normal orientationが ω で時計回りの

時, ϵ(ωi;ω) = 1とし, そうでない時, ϵ(ωi;ω) = −1とする.

本稿の図において, Aの元は下線付きで表す. DのA-flowの集合をFlow(D;A)

と表す. A-flow付きのハンドル体結び目ダイアグラム (D,φ)は normal ori-

entationが与えられたダイアグラムDとA-flow φ ∈ Flow(D;A)の組のこと

である.

X を type mのカンドル, (D,φ)を Zm-flow付きのハンドル体結び目ダイ

アグラムとおく. 写像 C : A(D) → X が各交点において以下の条件を満たす

とき (D,φ)のX-coloringという (図 5).

(i) 各交点 χにおいて, χの under-arcを χ1, χ2と over-arcを χ3とし, χ3の

normal orientationが χ1 から χ2 である時, C(χ2) = C(χ1) ∗φ(χ3) C(χ3).

(ii) 各頂点 ω において, ω に接合する 3 つの arc を ω1, ω2, ω3 とする時,

C(ω1) = C(ω2) = C(ω3).

(D,φ)のX-coloringsの集合を ColX(D,φ)とおく. 図 6は Z2-flow付きの

ハンドル体結び目ダイアグラム (D41 , φ)であり,図 7は (D41 , φ)のX-coloring

の例である.

Λを変数 tのローラン多項式環とする. pを奇素数とし, Λp = Λ/(p)とおく.

Λpの既約多項式 h(t)で h(t) ̸= t, t−1となるものに対して, Fq = Λp/(h(t))と

おく. Fqは有限体であり,アレクサンダーカンドルである. この時, ColFq (D,φ)

にFq上のベクトル空間の構造が入り,表示ColFq (D,φ) = ⟨A(D) | R(D)⟩Fq
,

R(D) =
{
各交点で z = tlx+ (1− tl)y,各頂点で x = y = z(図 8)

}
をもつ.

3



x x*
l y

y x

x

x

k

l

k l

k+l

図 5:

1

0

1 1

0

0

1

図 6: Z2-flowの例
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図 7: X-coloringの例

Z2-flow 付きのハンドル体結び目ダイアグラム (D41 , φ)(図 9) とその arc

a, b, . . . , gに対して, 表示は

ColR3
(D41 , φ)

∼=

⟨
a, b, c, d,

e, f, g

∣∣∣∣∣ a = b = c, 2b− e = d, a = b,

e = f = g, 2g − c = d, f = g

⟩
R3

で与えられる.

4 主定理

定理 4.1. H をハンドル体結び目, m = 2または 3, (D,φ)を H の Zm-flow

付きのハンドル体結び目ダイアグラムとする. アレクサンダーカンドル Fq が

type mならば, dimColFq (D,φ)− 1 ≤ u(H)が成り立つ.

定理 4.1は命題 4.2の一部分の一般化である.

命題 4.2 (Clark-Elhamdadi-Saito-Yeatman [1]). Dを結び目Kのダイアグラ

ムとする. そのとき, dimColFq (D)− 1 ≤ u(K)が成り立つ. ただしColFq (D)

は Dの Fq-彩色全体の集合であり, u(K)は結び目K の unknotting number

である.

命題 4.2は 3-彩色に関する J. Przytyckiの結果 ([10])の一般化である. W.

E. Clark, M. Elhamdadi, M. Saito and T. Yeatman([1])は Nakanishi index

m(K)(cf. [8])の下からの評価を与えることで命題 4.2を示した.

定理 4.1により, 任意の自然数 nに対して, unknotting numberが nである

ハンドル体結び目の例が以下のように得られる. An, Bn, Cnをそれぞれ図 10
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図 10: DAn , DBn , DCn

のダイグラムDAn , DBn , DCn で表されるハンドル結び目とする. ただし, n

はダイアグラムの右側に並んでいる 3‐half twistの個数である. An は可約

なハンドル体結び目であり, Bnは既約なハンドル体結び目であることがわか

る ([5]).

系 4.3. 任意の自然数 nに対して, u(An) = u(Bn) = u(Cn) = n.

5 主定理の証明の要約

§3のように, ColFq (D,φ)は表示 ⟨A(D) | R(D)⟩Fq
をもつ. まず, ColFq (D,φ)

が以下のような別の表示 ⟨SA(D) | SR(D)⟩Fq
をもつことに注意する.

• Dの semi-arcとは, D上の曲線で両端点が crossingか頂点であるものを

いい, semi-arcの集合を SA(D)と表す

• SR(D) =
{
各交点で z = tlx+ (1− tl)y, y = w,各頂点で x = y = z(図 11)

}
とおく.

Z2-flow付きのハンドル体結び目ダイアグラム (D41 , φ)(図 12)とその semi-

arc a, b, . . . , kに対して, 表示は

SA(D) = {a, b, . . . , k},

SR(D) =

{
a = b = c, e = f = g, a = i, e = h, b = i,

2i− h = d, d = k, f = j, g = j, 2g − c = k

}
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図 13:

により与えられる.

命題 5.1. (D,φ)を Zm-flow付きのハンドル体結び目ダイアグラム, Fq を §3
で定義された type mの有限アレクサンダーカンドルとする. 交点 χにおい

て, x, yをそれぞれ under-arc, over-arcとし, k = φ(x), l = φ(y)とおく. D′

をDから χでの交差交換で得られたダイアグラムとし, φ′ ∈ Flow(D;Zm)を

φから自然に選ぶ. kl = 0, k = l, k + l = 0 (mod m)のいずれかが成り立つ

時, ColFq (D,φ)と ColFq (D
′, φ′)の次元の差は多くとも 1である.

Proof. DとD′ の semi-arcの集合 SA(D)と SA(D′)を同一視する. このと

き, SR(D)と SR(D′)は χに関係した.relatorだけの違いしかない. χでの

4つの semi-arcの color χ1, χ2, χ3, χ4 を図 13のようにとる.

本稿では k+l = 0の時のみ証明する. SR(D)のχでの relatorは tlχ1+(1−
tl)χ3 = χ2 と χ3 = χ4 である. これらの relatorは tlχ1 + χ3 − tlχ4 = χ2 と

χ3 = χ4に置き換えれる. 一方, SR(D′)のχでの relatorは tkχ3+(1−tk)χ1 =

χ4と χ1 = χ2である. これらの relatorは tkχ3 + χ1 − tkχ2 = χ4と χ1 = χ2

に置き換えれる. tlχ1 +χ3 − tlχ4 = χ2に tk倍すると tkχ3 +χ1 − tkχ2 = χ4

が得られるので. SR(D)と SR(D′)の relatorの違いは結局 1つしかない. し

たがって, ColFq (D,φ)と ColFq (D
′, φ′)の次元の差は多くとも 1である.

定理 4.1の証明. 仮定より, m = 2または 3である. 交点 χにおいて, x, yを

それぞれ under-arc, over-arcとし, k = φ(x), l = φ(y)とおく. D′ を D か

ら χでの交差交換で得られたダイアグラムとし, φ′ ∈ Flow(D;Zm)を φか

ら自然に選ぶ. m = 2のとき, kl = 0または k = l = 1を満たす. m = 3の

とき, kl = 0, k = l = 1, 2, k + l = 0のいずれかを満たす. 命題 5.1より,

ColFq (D,φ)と ColFq (D
′, φ′)の次元の差は多くとも 1である.
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図 14:

自明なハンドル体結び目の場合は, そのダイグラム Eや Zm-flow ψの取り

方によらず dimColFq (E,ψ) = 1より, 定理 4.1の証明を得る.

注 5.2. 通常の結び目のカンドル彩色はすべての flowが 1のハンドル体結び

目の彩色と思える. このことから, 命題 5.1により, 命題 4.2が証明できる.

6 系4.3の証明

系 4.3の証明. 本稿では An についてのみ示す. 図 14 のように DAn の arc

ai, bj , cj , d, e (i ∈ {1, . . . , n+ 1}, j ∈ {1, . . . , n})をとり, Z2-flow φを与える.

ColR3(DAn , φ)は以下の表示を持つ.

A(DAn) = {a1, . . . , an+1, b1, . . . , bn, c1, . . . , cn, d, e},

R(DAn) =


2ai+1 − ai = bi, 2bi − ai+1 = ci, 2cj − bj = cj+1,

2cn − bn = an+1, a1 = c1 = d, d = e

for i ∈ {1, . . . , n+ 1}, j ∈ {1, . . . , n}

 ,

ColR3(DAn , φ)
∼= ⟨A(DAn) | R(DAn)⟩R3

∼= ⟨a1, . . . , an+1, c1, . . . , cn | a1 = c1, . . . , an = cn⟩R3

∼= ⟨a1, . . . , an+1⟩R3

より, dimColR3(DAn , φ) = n+ 1. したがって, u(An) ≥ n. 一方, 図 15の点

線の円周内の n交点で交差交換すると自明なハンドル体結び目に変形できる

ので u(An) ≤ n. よって, u(An) = n.
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