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概 要

1 序論

カンドルとは、ある代数系であり、例えば群の共役類があげら
れる。有限カンドル Xに対して、カンドル (コ)ホモロジーが J.
S. Carter, D. Jelsovsky, S. Kamada, L. Langford, M. Saito氏らに
よって導入された [CJKLS]。さらに、2次または3次のコサイクル
が与えられたときに絡み目のカンドル（シャドウ）コサイクル不変
量が定義されている [CJKLS], [CKS]。今回はdihedral quandleと
[M2]で定義された Mochizuki 3-cocycleを用いた quandle shadow
cocycle invariantを考える。この不変量はカンドルを用いた不変
量である。
一方で、特異結び目の不変量 vが d + 1個の特異点を持った特
異結び目Kd+1に対して、v(Kd+1) = 0を満たすときd次の有限型
不変量という量子不変量がある [G1, G2, V]。有限型不変量より
条件を弱めた quasi finite type invariant を定義し前述の quandle
shadow cocycle invariantとの関係を導いた。
さらに、大きな結果として [HN]の結果からレンズ空間などの絡
み目Lを double branched covering してえられる 3次元多様体の
新しい有限型不変量を導いた。これは大槻型有限型不変量とは全
く異なるものである。
本報告書ではページの都合上 2橋絡み目とレンズ空間のみ例を
掲載する。
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3 quandle shadow cocycle invariant と finite

type invariant の復習

mを奇数とし、Rm = Z/mZとする。x, y ∈ Rmに対してx∗y =
2y− xと定義する。このカンドルを dihedral quandleという。D :
Linkの図式,

∑
(D) : Linkの図式とその補領域、C :

∑
(D) → Rm

; Rm-shadow coloring とは以下の正負の交点にRmの元を対応さ
せる写像である。

ただし、C(w) = C(y) ∗ C(z), C(s) = C(x) ∗ C(y), C(t) = C(x) ∗
C(z) and C(u) = C(s) ∗ C(w) = C(t) ∗ C(y)を満たす。
[M2]で定義された Mochizuki 3-cocycle θp : (Rp)

3 → Z/pZ
(p:odd prime)

θp(x, y, z) = (x− y)
(2z − y)p + yp − 2zp

p

を用いて各交点 τ に対して、左上図の正の交点にはW (τ, C) =
θp(x, y, z)、右上図の負の交点にはW (τ, C) = θp(x, y, z)

−1と重み
をつける。

Definition 3.1 (CKS). quandle shadow cocycle invariant とは以
下の式で定義される。

Φθp(L) =
∑
C

∏
τ

Wθp(τ ;C) ∈ Z[Z/pZ] ∼= Z[t]/(tp − 1)

次に finite type invariant の復習をする。アーベル群Aに値を
とる結び目の不変量 vが与えられると、次の式で特異結び目の不
変量に拡張される。

v(KD) = v(K+)− v(K−)



ここで特異結び目とは、円周のR3へのはめ込みで、特異点は2重
点のみのものである。

Definition 3.2 ([G1, G2, V]). 結び目の不変量 vが d + 1個の 2
重点を持つ任意の特異結び目Kd+1について v(Kd+1) = 0をみた
すとき、vを次数 dの finite type invariantという。

4 quasi finite type invariant

finite type invariant には次の 2つの性質がある。Kd = ⟨d次の
特異結び目 ⟩Cとし、A(S1)(d) を次数dのコード図がはるC上有限
次元ベクトル空間とする。

(i) 　空集合でないベクトル空間の降鎖列 K0 ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃
· · · ⊃ Kd ⊃ Kd+1 ⊃ · · · が存在する。

(ii) 全射線型写像φ : A(S1)(d)/FI ↠ Kd/Kd+1が存在する。

この 2つの性質を弱めたものを以下のように定義する。

Definition 4.1. ある絡み目のクラスが張るC上のベクトル空間
の降鎖列K = K0 ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ Kd ⊃ Kd+1 ⊃ · · · が存在し
A(d)をKdを定義する条件とする。Kの不変量線型写像vd : K → A
が quasi finite type invariantであるとは以下の性質をみたす。

(i) vdはA(d+ 1)を用いて vd|Kd+1
= 0となる。

(ii) 全射線型写像A(d) ↠ Kd/Kd+1をみたすC上ベクトル空間
A(d)が存在する。

Remark 4.2. 条件 (i)は次のようなつまらない例を除くために付
加する条件である。

Example 4.3.ある絡み目のC上ベクトル空間の降鎖列K = K0 ⊃
K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ Kd ⊃ Kd+1 ⊃ · · · に対して unknotting num-
ber を u(K)とする。このとき、v0(K) = v1(K) = · · · = vd(K) =
u(K), vi(K) = 0(i > d)は条件 (i)がない場合d次 quasi finite type
invariant となる。



Example 4.4. S(l, n):2-bridge link. Putting an odd integer s < l
such that sn ≡ 1 (mod l). このとき S(l, n)のカンドルシャドウ
コサイクル不変量Φθp(S(l, n))は次のように計算されている [I]。If
l is divisible by p (p:odd prime integer)

Φθp(S(l, n)) = p2
p−1∑
i=0

t
−ls
p i2 ∈ Z[t]/(tp − 1)

ここで、p2は不変量の本質的部分ではないため以後Φθp(S(l, n)) =∑p−1
i=0 t

−ls
p i2と表記する。Φθp(S(l, n)) ∈ Z[t]/(tp−1 + · · ·+ t+ 1)で

考える。Φθp(S(l, n)) = ap,0+ap,1(t−1)+ · · ·+ap,p−2(t−1)p−2と展
開したとき、ap,nは (mod p)で考えるとZ/pZの元でΦθp(S(l, n))
から一意に定まる。このとき次のC上ベクトル空間の降鎖列を定
義する。

K = K0 = K1 := ⟨S(l, n)⟩C,
K2 := ⟨S(l, n) | ∃p s.t. p|l, p : odd prime integer⟩C,

Kd := ⟨S(l, n) | ∃p ̸= 3, 5, · · · , pd−2 s.t. p|l⟩C,
ここで、pdは d番目の奇素数をあらわす。この降鎖列に対して線
型写像 vdを以下のように定義する。

K vd−→ C

∈ ∈

S(l, n) 7−→

a
pd−1,

pd−1−1

2

(pd−1|l)

0 (otherwise)

Theorem 4.5. vd は d次 quasi finite type invariantである。

Proof. S(l, n) ∈ Kd+1とすると、Kd+1を定義する条件からpd−1 ∤ l
なので vd|Kd+1

= 0となる。次に全射な写像を次のように定義す
る。整数 Zに対して直和 Z ⊕ Z全体がはるC上ベクトル空間を
⟨Z⊕ Z⟩Cとする。

⟨Z⊕ Z⟩C −→ Kd/Kd+1

∈ ∈∑
ci(p, q) 7−→

∑
ciS(p, q)



5 いくつかの 3次元多様体の有限型不変量

Definition 5.1. ある条件をみたす 3-manifold 全体がはるC上の
ベクトル空間をMとする。Mの部分空間の降鎖列M = M0 ⊃
M1 ⊃ · · · ⊃ Md ⊃ Md+1 ⊃ · · · が存在しB(d)をMdを定義す
る条件とする。Mの不変量線型写像 fd : M → Cが d次の finite
type invariant であるとは以下の性質をみたす。

(i) fdはB(d+ 1)を用いて fd|Md+1
= 0となる。

(ii) 各 dについて d次の finite type invariant 全体は有限次元で
ある。

Theorem 5.2 ([HN]). MLを絡み目 L ⊂ S3の double branched
coveringとする。任意のϕ ∈ H3

Q(Rp;Z/pZ)に対してDWZ
θϕ
(ML)

.
=

Φθp(L)をみたすθϕ ∈ H3
gr(G;Z/pZ)が存在する。ここで、DWZ

θϕ
(ML)

はDijkgraaf-Witten 不変量のZ同変部分を表し、 .
=は “整数倍を

無視して等しい”という意味である。

Example 5.3 ([DW, MOO, W]). L(l, s):lens space, if l is divis-
ible by p

DWZ
θϕ
(L(l, s))

.
= Φθp(S(l, n)) = p2

p−1∑
i=0

t
−ls
p i2.

ここで、p2は不変量の本質的部分ではないため以後DWZ
θϕ
(L(l, s)) =∑p−1

i=0 t
−ls
p i2と表記する。DWZ

θϕ
(L(l, s)) ∈ Z[t]/(tp−1 + · · ·+ t+ 1)

で考える。DWZ
θϕ
(L(l, s)) = ap,0 + ap,1(t − 1) + · · · + ap,p−2(t −

1)p−2と展開したとき、ap,nは (mod p)で考えると Z/pZの元で
DWZ

θϕ
(L(l, s))から一意に定まる。このとき次のC上ベクトル空

間の降鎖列を定義する。

H1 : solid torus、τi ∈ M1 : Lickorish generators [L1, L2] of
mapping class group on handlebody surface ∂H1

M = M0 = M1 = ⟨L(l, s)⟩C,
M2 := ⟨L(l, s) | ∃p s.t. p|l,

L(l, s) = H1 ∪φ H1, φ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τd ◦ · · ·︸ ︷︷ ︸
3 or more

⟩C,

Md := ⟨L(l, s) | ∃p ̸= 3, 5, · · · , pd−2 s.t. p|l,
L(l, s) = H1 ∪φ H1, φ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τd ◦ · · ·︸ ︷︷ ︸

d+1 or more

⟩C,



Lemma 5.4. Md ̸= ∅.
Proof. (i)d = 2のときL(3, 2) ∈ M2.
(ii)d = kのときL(pk−1, 2) ∈ Mkと仮定する．pk−1 ≥ k + 1より
pk > pk−1 + 1 ≥ k + 2. ∴ L(pk, 2) ∈ Mk+1.

この降鎖列 {Md}に対して線型写像 fdを以下のように定義する。

M fd−→ C

∈ ∈

L(l, s) 7−→

a
pd−1,

pd−1−1

2

(pd−1|l)

0 (otherwise)

Theorem 5.5. fdは d次 finite type invariant である．

Proof. L(l, s) ∈ Md+1とすると、Md+1を定義する条件からpd−1 ∤
lなので fd|Md+1

= 0となる。次に全射な写像を次のように定義す

る。⟨τ1, τ2⟩(≤d)
C = ⟨τ1, τ2 ∈ M1の d+ 1個以下の積 ⟩Cと定義する。

⟨τ1, τ2⟩(≤d)
C −→ M/Md+1

∈ ∈∑
ciφi 7−→

∑
ciH1 ∪φi

H1

⟨τ1, τ2⟩(≤d)
C は有限個の元が生成するベクトル空間なので有限次元

である。そこからM/Md+1への全射があるので、M/Md+1は
有限次元である。「d次の finite type invariantの全体の空間」は
M/Md+1の双対ベクトル空間より、有限次元になる。
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