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Abstract. 本報告では, 第 1節で部分因子環を理論的背景に持つ
平面代数と状態和不変量についての概説をした後, 第 2節でE6型部
分因子環の平面代数について具体的に考察し, 主結果を述べる. 第 3
節では E6 型状態和不変量の具体的な構成法について述べる.

1. 導入

平面代数（planar algebra）とは 1999年に Jones [4] によって提示さ
れた概念で, おおまかに言えば, ラベル付けられた基点付きの円板を含
む影付きタングル（平面タングルと呼ばれる. FIGURE 1参照.）たち
によって構成されるフィルター付き代数のことである. Jones は指数有
限で II1型の部分因子環と, 平面代数で次の「よい条件」を満たすもの
の間に対応関係があることを示した. 条件：閉じたタングル全体のなす
ベクトル空間は 1次元, かつ 有限次元, 球面的, 非退化, 半単純 である
こと（詳しい定義は [4] を参照）. これにより部分因子環の議論が, 平
面代数の言葉だけで組み合わせ的に再構成できる可能性が生まれたの
である. 与えられた部分因子環に対応する平面代数を, 部分因子環の平
面代数（subfactor planar algebra）という.
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Figure 1. 平面タングル

続いて提唱されたのが, 次のKuperberg問題である.

部分因子環の平面代数について, 生成元と関係式を具体
的に与え, それが実際に元の平面代数と一致しているこ
と, さらに上述の「よい条件」を満たしていることを平
面代数の議論だけで証明せよ.

例えば An型部分因子環の平面代数は Temperley-Lieb 代数であり, 対
応する平面代数はラベルがついていない平面タングルたちによって構
成されることがよく知られている [1, 2]. また, Morrison-Peters-Snyder
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[5] はD2n 型部分因子環の平面代数について, Kuperbergの問題に完全
な回答を与えた. また、Bigelow [6] はE6,E8 型部分因子環の平面代数
について, その生成元と関係式を与え, さらにそのベクトル空間として
の基底も決定した. しかし, 閉じたタングル全体のなすベクトル空間は
1次元であることと, 非退化性, 及び半単純性の証明には作用素環論の
分野で証明された『 E6, E8型部分因子環は存在する』という事実 [3]
を用いており, 完全に組み合わせ的ではなかった.
一方 II1-部分因子環 N ⊂ M が指数有限のとき, ここから導かれる

6j-記号という量を用い, 三角形分割された 3次元多様体の各 “状態”の
“重み”を足し上げることにより, 三角形分割のとり方に寄らない 3次
元多様体の不変量を得ることができる. これを 状態和不変量 という.
しかしこの不変量を構成には（当然ながら）作用素環の知識が必要で
あった.

2. E6型部分因子環の平面代数の構成

今回の主結果は, Kupenberg 問題の E6, E8 型に対する完全に解答
を与えたことである. 以下にその方法を概説する. ただし, 簡単のため
E6 型に話を限ることにする（E8 型についてもほぼ同じ議論が可能であ

る）. まず平面代数で, 生成元がラベル付けられた６本足の円盤 S

, 関係式が以下のようであるものを考える. Bigelow はこの平面代数が
E6 型部分因子環の平面代数を与えることを (部分因子環の知識を用い
て)示した.

(i) = [2] ∅, (ii) S = 0, (iii) S = e2π
√
−1· 2

3 S ,

(iv)
S

S

= S + [2]2[3] , (v) S = 0.

ここで一番外側の円盤は略記してあり（基点は全て左上にあるものと
約束する）, 長方形の箱は Jones-Wenzl射影をあらわし, [n] = (qn −
q−n)/(q − q−1), q = eπ

√
−1/12 とする.

次にこの平面代数の特別な元 P , P , Q を以下で定める.

P =
1

[2][4]

(
[2]2 − S

)
, P =

1

[2][4]

(
[3] + S

)
,

Q = − 1

[2][4]

S

S

.

主結果 1. E6 型部分因子環の平面代数の主要グラフはFIGURE 2.で与
えられる.
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Figure 2. E6型平面代数の主要グラフ

ここで主要グラフは単純射影（の同値類）を点集合にもち, その間の
関係式によって辺の集合が定義され, 半単純部分因子環（とその平面代
数）の構造を記述する非常に重要なものである. 正確な定義について
は [5, §4.1] を参照されたい. これを用いることで, [5, §4.2] の議論と同
様にしてこの平面代数の非退化性を (部分因子環の知識を用いずに) 組
み合わせ的に示すことができる.

3. E6状態和不変量の組み合わせ的構成

一般に部分因子環の平面代数とその主要グラフが与えられたとき, 組
み合わせ的に状態和不変量を構成することができる. この節ではE6 型
の場合について状態和不変量をどのようにつくっていくのか, 具体的に
述べようと思う.

M(0) =
{
∅, f (2), Q

}
とおく. ただし f (2) = と表記した. さらに

f (0)

f (0)

f (0) = ∅,
f (2)

f (0)

f (2) = , Q

f (0)

Q =
Q Q

,

(3.1)

f (2)

f (2)

f (2) = ,
f (2)

f (2)

f (2)* =
S

,
f (2) f (2)

Q
= Q .

と表す. これはM(0) の元の 3つ組 (x, y, z) について, H(x, y, z) を

y

x

z

の形の平面タングル全体で生成される複素ベクトル空間とす

るときに, 各 H(x, y, z) の基底を固定する操作に対応している. 例えば

H
(

, ,
)
= C⊕

S
C

である. （回転対称を除いて）式 (3.1)に出てこない 3つ組 (x, y, z)に
対しては, H(x, y, z) = 0である.
さて, 向き付け可能な 3次元多様体M と三角形分割 T に対し, 状態

和を以下のように定義していこう. まず T の 0 単体全体の集合に任意
に全順序 Φ を入れる. T の各 2単体に対しそれに属する 1単体（3つ
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ある）の 1つを選ぶ選び方 m をマーキングと呼ぼう. T の 2単体全体
から集合 {· , ◦}への写像φ と, T の 1単体全体からM(0)への写像 λの
組 (φ, λ) を T の色付けとよぶ. このとき, 状態和 ZE6(M, T ,Φ,m) ∈ C
を次で定める.

ZE6(M, T ,Φ,m) = w−v
∑
(φ,λ)

∏
E

tr (λE)
∏
T

W (T, φ, λ,Φ,m),

ここでw = 2+ [3]2, tr (∅) = tr (f (2)) = 1, tr (Q) = [3], v は T の 0単体
の数であり, (φ, λ) は T の色付け全体を, E は T の 1単体全体を, そし
て T は T の 3単体全体を走る. さらに, “重み” W (T, φ, λ,Φ,m) を次
で定めた.

W ( A B

C

D

f
c

a b

de

) =


∣∣∣∣∣∣
A B

a b

c d

f

e
C

D

∣∣∣∣∣∣ , T の向きがΦと一致しているとき

上式の複素共役, その他

.

ただし, (x, y, z) = (a, b, c), (a, e, f), (e, c, d), (b, d, f)のいずれかがH(x, y, z) =
0となるときはW (T, φ, λ,Φ,m) = 0とし, 白丸につく ∗記号はマーキ
ングに従ってつけるものとする. ここで 6j記号 | · | は次のように定め
た（右辺分子のマーキングは左辺のマーキングと同じようにとるもの
とする）.

∣∣∣∣∣∣
A

B

a

b
c

d

fe

C D

∣∣∣∣∣∣ =
A

B

a

b
c

d

fe

C D√√√√
A * *A

a
f
e

b

d
fB * *B

d

C * *C
c

e

D* *D
a

b

c

.

命題 ZE6(M, T ,m) の値は三角形分割 T やマーキング m のとり方に
依らない. ゆえにZE6(M) = ZE6(M, T ,m) はM の位相不変量である.
以下に E6 型 6j 記号の値の表を記す. ただし, 表記の簡単のため

f (0), f (2), Q を各々点線, 実線, 太線で表している. E8型については現在
計算中である.∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1

21/4[2]1/2
,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1√

2[2]
,∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ = 1√
2[2]

,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1√

2[2]
,

∣∣∣∣∣
* *

∣∣∣∣∣ = 1√
2[2]

,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1,∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ = 1√
3[2]2

,

∣∣∣∣∣
* *

∣∣∣∣∣ = − 1√
6[2]

,

∣∣∣∣∣
* *

*

∣∣∣∣∣ = 1√
6[2]2

,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = − 1√

6[2]
,
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5∣∣∣∣∣
*

∣∣∣∣∣ = − 1√
3[2]

,

∣∣∣∣∣
* *

∣∣∣∣∣ = 1√
6[2]

,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = − 1√

2[2]
.
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