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1. Introduction

DNAに働く酵素の中には、部位特異的組み換え（site-specific recombination）を
行うものがある。部位特異的組み換えは、DNAの一部を切断したり、塩基配列を変
える。1990年、Ernst-Sumners[2] の、「部位特異的組み換えを、その前後のトポロ
ジーの変化の情報を用いて特徴付ける。」というアイディアのもと、部位特異的組
み換えのトポロジーによる研究が始まった。特に、環状DNAを考える事にすれば、
これは knot や link を構成しており、結び目の理論を応用する事ができる。今回の
研究では、Xerと呼ばれる組み換え酵素がタンパク質 FtsKとともに部位 difに作用
する様子について研究を行った。

2. Preparation

組み換え酵素XerによるDNAの組み換えは、生物学的には次の様な局所的な変
形でモデル化されている。これは、次で定義するバンド手術と同じ働きをしている
事がわかる。

Definition 1. L を link とし、埋め込み b : [0, 1]× [0, 1] → S3 を b−1(L) = [0, 1]×
{0, 1}を満たすものとする。この時、Lの b([0, 1] × {0, 1})を b({0, 1} × [0, 1])で置
き換えると、新しい link Lbが得られる。この操作をバンド手術（band surgery）と
いう。

Xer による組み換えは、site の塩基配列から導入される向きを用いて knot、 link
の全体向きを導入すると、その向きに関して coherent なバンド手術と見ることが出
来る。(石原海氏による観察)

Definition 2. 上で定義した L、Lbには向きが与えられているとする。このとき、
バンド手術が coherentであるとは、LとLbがバンド部分 b([0, 1]× [0, 1])を除いて同
じ向きを持つ事である。

さらに、いくつか記号を定義する。

Definition 3. L、L1、L2を向きづけられた link とした時、L! は L の鏡像、L′ は
L の片方の成分の向き付けを逆にした link、L1#L2 は L1 と L2　の連結和とする。
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すると、torus linkについては次のようになる。2k2
1 は left-handed parallel (2, 2k)-

torus link (2k-cat)、2k2
1

′
は left-handed anti-parallel (2, 2k)-torus link、2k2

1!は right-

handed parallel (2, 2k)-torus link、2k2
1

′
! は right-handed anti-parallel (2, 2k)-torus

link となる。

421
′
!

3. Known result

今回の Main result の前に、[6]で示された定理を紹介する。Xer-dif-FtsK は、
catenane（(2, 2m)-torus link）を解き、unlink にする事が、実験によりわかってい
る。さらに、交点数を徐々に減少させることや、knot と link が交互に現れること
がわかっている。そこで、2m-torus link が coherentなバンド手術によって解かれる
様子を、交点数が単調減少である、という仮定をつけて示したのが次の定理である。

Theorem 4 ([6]). 何回かの組み換えによって、parallel RH (right-handed) (2, 2m)-
torus linkから unlinkが得られたとする。各組み換えは coherentなバンド手術と仮
定する。各組み換えが交点数を単調減少させるならば、

RH T (2, 2m) → RH T (2, 2m-1) → · · · → trivial knot → trivial link

が、唯一の pathway である。

さらに、この pathwayは最短のものとなっている。例えば、(2, 6)-torus link のと
きは以下のようである。

詳しくは、[6]参照。この定理は実験結果と適合するものである。

4. Main result

実験結果では、交点数が徐々に減る事がわかっており、known result では、交点
数の単調減少が仮定されていた。そこで、交点数が非増加な場合を考えてみる事に
する。
しかし、非増加だと、無限に続く pathway（６交点でありつづけるなど）が出てく
る可能性があるので、さらに pathwayが最短（shortest）である事を仮定する。
すると、6-cat（(2, 6)-torus link）の場合に、次の結果が得られた。

Theorem 5. 組み換えは coherentなバンド手術と仮定し、knotと linkは交互に現
れるものとする。交点数は非増加とする。pathwayは最短（i.e. 6-catから unlinkま
で 6steps）とする。このとき、以下の 9 shortest pathway のみ存在する。

621! → 51! → 421! → 31! → 221
′ → 01 → 021

621! → 51! → 31!#221
′ → 31! → 221

′ → 01 → 021
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621! → 51! → 31!#221
′ → 52! → 221

′ → 01 → 021
621! → 51! → 31!#221

′ → 52! → 421
′ → 01 → 021

621! → 31!#31! → 31!#221
′ → 31! → 221

′ → 01 → 021
621! → 31!#31! → 31!#221

′ → 52! → 221
′ → 01 → 021

621! → 31!#31! → 31!#221
′ → 52! → 421

′ → 01 → 021
621! → 31!#31! → 623! → 52! → 221

′ → 01 → 021
621! → 31!#31! → 623! → 52! → 421

′ → 01 → 021

図で見ると以下のようである。

図中の「topological mechanisms are characterized」とある所は、isotopy を除き、
バンドの一意性まで示された部分である。これについては、[1]、[3]、[7]、[8]などに
より示される。
次に、証明の方針を述べる。

まず、次の定理を使う。

Theorem 6 ([5]). L を link、 Lb を L から coherent band surgery によって得られ
る link とする。

|σ(L)− σ(Lb)| ≤ 1

上の定理と、knot の符号数は偶数であることから、次の補題が得られる。

Lemma 7. unlinking pathway が最短ならば、pathwayに現れる knotと linkの符号
数は以下のようになる。

−5, −4, −3, −2, −1, 0, 0.
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上の補題と次の２つの補題により、shortest pathway の各ステップに現れる可能
性のある knot や link に大きく制限がかかる。

Lemma 8. unlink 以外の split link は、この shortest pathway では現れない。

Lemma 9. L を６交点以下の 2-component link, K を６交点以下の knot とすると、
以下のようになる。

(1) σ(L) = −5 ⇐⇒ L = 621!.

(2) σ(K) = −4 ⇐⇒ K = 51! or 31!#31!.

(3) σ(L) = −3 ⇐⇒ L = 421!, 6
2
2!, 6

2
3! or 31!#221

′
.

(4) σ(K) = −2 ⇐⇒ K = 31!, 52! or 62!.

(5) σ(L) = −1 ⇐⇒ L = 221
′
, 421

′
, 521!, 6

2
1
′
, 623

′
or 31!#221.

(6) σ(K) = 0 ⇐⇒ K = 01, 41, 61, 61!, 63 or 31#31!.

さらに、次の３つの定理を使う事により、shortest pathway の可能性は定理にあ
る９つに絞られる。

Theorem 10 ([9]). L を link、V (L; t) を L の Jones polynomial、Lb を L から
coherent band surgery によって得られた link とする。また、ω = eiπ/3 とする。こ
のとき、次が成り立つ。

V (L;ω)

V (Lb;ω)
∈ {±i,−

√
3
±1
}.

Theorem 11 ([9]). Lを link、Q(L;x)を Lの Q-polynomial、Lb を Lから coherent
band surgery によって得られた link とする。また、ρ(L) = Q(L; (

√
5 − 1)/2) とす

る。このとき、次が成り立つ。
ρ(L)

ρ(Lb)
∈ {±1,

√
5
±1
}.

Lemma 12 ([10]等参照). L を linking number が偶数の 2-component link、Lb を
L から coherent band surgery によって得られた knot とする。このとき、次が成り
立つ。

Arf(L) = Arf(Lb)

また、９つの shortest pathway の各 band surgery の存在は実際に確認できたの
で、実際に９つの pathwayが存在し、かつ、その９つしか存在しない事がわかった。
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