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1 序
全ての 4次元多様体を記述できる新たな手法として曲面図式がWilliams [7]によっ
て導入された．この図式は閉曲面とある条件を満たす単純閉曲線の列からなり，これ
らの閉曲線が 4次元多様体のハンドル分解の接着円周を表していることから，3次元
多様体におけるヒーガード図式の対応物とみなすことができる．しかし，曲面図式の
具体例を与えることは容易ではなく，基本的な 4次元多様体の曲面図式すらあまり知
られていない．
4次元多様体の曲面図式は次のような手順で得られる．まず与えられた 4次元多様
体を全空間とする，simplified purely wrinkled fibrationと呼ばれるある安定写像をと
る．次にこの写像の，消滅サイクルと呼ばれる，一般ファイバーに現れる閉曲面内の
単純閉曲線の列をとる．このとき得られる単純閉曲線の列が，もとの 4次元多様体の
曲面図式である．特に，消滅サイクルがわかる simplified purely wrinkled fibrationを
とることができれば曲面図式を得ることができるが，これは一般に容易ではない．ま
た，単純閉曲線の列がある多様体の曲面図式となるための必要十分条件が知られてい
るが（本稿の補題 3.3を参照），この条件を満たすような単純閉曲線を見つけること
も同様に困難である．
本稿では simplified purely wrinkkled fibrationや曲面図式の定義，および性質を簡
単に述べた後，筆者により得られた曲面図式の新たな例を紹介する．

2 Simplified purely wrinkled fibrationと曲面図式
4次元多様体の曲面図式は，simplified purely wrinkled fibrationと呼ばれる，可微
分写像の消滅サイクルをとることにより得られるのであった．まずはこの写像の定義
を述べる．
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定義 2.1. M を有向 4次元閉多様体とし，f : M → S2を可微分写像とする．f が以
下の条件を満たすとき，f を simplified purely wrinkled fibrationという．

1. f の特異点集合 Sf は連結で空でなく，f |Sf
は単射．

2. f の特異点 p ∈ Sf に対して，p，f(p)のまわりの局所座標 (t, x, y, z)，(s, w)が
存在し，f はこれらの局所座標を用いて以下のいずれかのように表される．

a) (t, x, y, z) 7→ (s, w) = (t, x2 + y2 − z2)，

b) (t, x, y, z) 7→ (s, w) = (t, x3 − 3tx+ y2 − z2)，

ただし，p = (0, 0, 0, 0)である．

定義の二つ目の条件に現れる，２種類の特異点をそれぞれ不定値折り目特異点（in-

definite fold singularity），不定値カスプ特異点（indefinite cusp singularity）
という．簡単のため，以下 simplified purely wrinkled fibrationを SPWFと略記する．

不定値折り目特異点の周りの様子を詳しく
みていく．不定値折り目特異点はその局所表
示から，全空間である 4次元多様体の 1次元
部分多様体となり，その像も球面の 1次元部
分多様体をなす．また，右図のように不定値
折り目特異点の像と横断的に交わる道 γをと
ると，その逆像には不定値の（すなわち，指
数が 1あるいは 2の）特異点を持つモース関
数が自然に定まることがわかる．特に，不定
値折り目特異点の像の片側の点の一般ファイ

c

不定値折り目の像

バーが，不定値折り目特異点を含む特異ファイバーに近づくとき，一般ファイバーの
中のある単純閉曲線 cが１点に潰れる（右図参照）．このとき現れる単純閉曲線 cを，
不定値折り目特異点の消滅サイクル（vanishing cycle）という．

次に不定値カスプ特異点につい
てみていく．まず局所表示から，
不定値カスプ特異点全体の集合は，
全空間の 4次元多様体の中の有限
集合となり，その”両側”には不定
値折り目特異点が現れることがわ
かる（右図参照）．さらに，不定
値カスプの”両側”に現れる不定値
折り目の消滅サイクルは，右図の
ように１点で横断的に交わるとい
うことがわかる．また，不定値カ

カスプの像

スプ特異点の周りに現れる特異点集合の像は，値域の 1次元部分多様体にはな̇ら̇な̇い̇
ということにも注意しておく．
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以上のことから，SPWFは下図左の図で表されるような写像である．特に，一般
ファイバーの種数は特異点の像を挟んでちょうど 1だけ異なる．種数の大きい方の一
般ファイバーの種数 gを f の種数という．

カスプ

定義 2.2. M を有向 4次元閉多様体とし，f : M → S2を種数が 3以上の SPWFと
する．S2上の基点 p，道 γiを右上の図のようにとり，γiから定まる消滅サイクルを
ci ⊂ f−1(p)で表す．このとき，単純閉曲線の列 (c1, . . . , cn)を，Mの曲面図式（surface

diagram）という．

注意 2.3. 任意の有向 4次元閉多様体が（種数が３以上の）SPWFを許容する（実は
より強く，任意の有向 4次元閉多様体から球面への可微分写像が，ある SPWFとホ
モトピックであることが知られている．詳しくは [6]を参照）．従って，全ての有向
4次元閉多様体を曲面図式で表すことができる．また，種数が 3以上の SPWFの全
空間は，その消滅サイクルから一意に定まるので，曲面図式は有向 4次元閉多様体か
ら一意に定まることがわかる．しかし，種数に関する条件は外すことができない．実
際，種数が 1あるいは 2の SPWFで，消滅サイクルは同じであるが，全空間の異な
るものの存在が知られている（[3]あるいは [4]を参照）．

例 2.4. p1 : S2 × Σg → S2を，第１成分への射影とする．この写像は特異点を持た
ないため SPWFではないが，”birth”というあるホモトピーにより SPWFに変形でき
る．このホモトピーはカスプを２つ含むような特異点を新たに生み出す操作であり，
下図左のようにカスプを２つ含む SPWF p̃1 : S

2 × Σg → S2が得られる．

birth
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p̃1 の消滅サイクルをとることにより，
S2 × Σg（g ≥ 2）の曲面図式 (c1, c2)を
得る．ただし，c1，c2は右図で表される
単純閉曲線である．

例 2.5 (Baykur [2] Example 3.1). S2×Σg#S1×S3上に，カスプを持たない種数 g+1

の SPWFが存在するということが知られている．この SPWFから得られる曲面図式
は一つの単純閉曲線からなる．このことから，S2 × Σg#S1 × S3（g ≥ 2）の曲面図
式 (c)を得る．ただし，cはΣg+1内の非分離単純閉曲線である．

3 曲面図式の新たな具体例
本稿の冒頭でも述べた通り，具体的な曲面図式の例はほとんど知られていない．例
えば，S4やCP2などの基本的な多様体の曲面図式は知られていない．今回，以下の
ような曲面図式の具体例を得ることができたので報告する．

例 3.1 (H.). 以下の図で表される単純閉曲線の列 (d1, . . . , d8)はS4の曲面図式である．

例 3.2 (H.). 以下の図で表される単純閉曲線の列 (A,B,C,Di)（i = 1, 2, 3）は，いず
れも#2S1 × S3の曲面図式である．

A

B

C
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以上の例はいずれも，”flip and slip”と呼ばれる SPWFの変形による，消滅サイク
ルの変化を予想することにより得ている（この変形について詳しくは，例えば [1]を
参照）．この変形において特異点の像は以下の図のように変化し，SPWFとしての種
数は１大きくなる．

flip slip

実際，S4，#2S1 × S3はいずれも種数 2の SPWFを許容し，その消滅サイクルにつ
いてもよく知られている．また，消滅サイクルの変化を予想することにより得られた
曲面図式の候補が，本当に曲面図式になっていることは確かめるために，次の補題を
用いた．

補題 3.3. (c1, . . . , cn)を種数 g ≥ 3の閉曲面上の単純閉曲線の列とする．この列があ
る多様体の曲面図式となる（すなわち，ある SPWFの消滅サイクルとなる）ための
必要十分条件は，以下の２条件を満たすことである．

1. 各 i = 1, . . . , nに対して，ciと ci+1は１点で横断的に交わる．ただし，cn+1 = c1
とする．

2. ttc1 (c2) · · · ttcn−1 (cn)
· ttcn (c1) ∈ Ker (Φc1)．ここで閉曲面上の単純閉曲線 cに対し，

tcは cに沿う右向きデーンツイストであり，Φc : Mg(c) → Mg−1は以下の図で
表されるような写像類群の間の準同型である（詳しくは [2]を参照）．

...

...

c

... ...

c

TT

...

×

×
...

注意 3.4. 上述の補題にある条件 1.はカスプ特異点の性質に由来する条件である．ま
た条件 2.は，”unsink”という変形によりカスプ特異点をレフシェッツ特異点に変形し
た際は現れる，”SBLF”に由来する条件である（unsinkについて詳しくは [5]を，SBLF
について詳しくは [2]をそれぞれ参照）．

注意 3.5. これらの例はともに flip and slipによって得られる SPWFに由来している
と予想されるが，遺憾ながら筆者にはその証明を得ることができていない．より一般
に，flip and slipという操作を曲面上の単純閉曲線（同じことではあるが，曲面の写
像類群）の言葉で記述できると予想し，現在研究を進めている．
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最後に

この度は研究集会「結び目の数学 IV」に参加させて頂き，講演の機会まで下さっ
たことを，世話人の方々に心より感謝致します．
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