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概 要

Virtual Knot Theoryにおける finite type invariantは，M. Goussarov, M.
Polyak, O. Viroによって定義された．現在，finite type invariantの具体的
な例はあまり知られていない．本稿では，finite type invariantになる例と，
ならない例を紹介する．

1. はじめに
Knot Theoryにおけるfinite type invariantは，特異点と real crossingとの関係式

= −

によって定義される ([2])．Knot Theoryでは，具体的な finite type invariantの例が
知られている．特に，最も次数の低い finite type invariantは，degree 2の finite type

invariantであり，コンウェイ多項式の 2次の係数であることが示されている．一方，
Virtual Knot Theoryにおけるfinite type invariantは，特異点の代わりに semi-virtual

crossingと呼ばれる crossingと real crossing, virtual crossingとの関係式

= −

によって定義される ([4])．Virtual Knot Theoryでは，Knot Theoryのfinite type invari-

antのような具体的な finite type invariantの例はあまり知られていない．また，Knot

Theoryにおけるfinite type invariantと同様に，long virtual knotに対する最も次数の
低いfinite type invariantは，degree 2のfinite type invariantであることが知られてい
る ([4])．
本稿では，long virtual knotに対する degree 2の finite type invariantを具体的に与

え，virtual knotに対するfinite type invariantにならない例を与える．ここで紹介する
invariantの例は，crossingの符号を足し合わせる操作によって得られる invariantであ
る．少し定義が異なると有限型になる場合とならない場合があることを示す．

2. degree 2のfinite type invariant

real crossing cの符号を図1のように定義し，sign(c)で表わす．long virtual knot Kに
おいて，Kの端から端までknotに沿って進むとき，初めて通過するunder crossingに
1から順に番号を付ける．N(K)は番号の付いたKの real crossing全体の集合とする．
N(K)の元 dでKを smoothingし，dの番号よりも小さい番号の付いた全ての crossing

で crossing changeして得られる diagramをKdとする．Kdは long virtual knot Ldと
closed path Cdから成る (図2)．
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sign(c)= + 1

  c   c

sign(c)= - 1

図 1 : real crossing cの符号
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Kd=Ld∪Cd

d

K

図 2 : KからKdを得る手順

このとき，Kdの linking number lk(Kd)は以下のように定義される．

lk(Kd) =
1

2

∑
c∈Ld∩Cd

sign(c).

ここで，Ld ∩ CdはLdとCdとの間の real crossing全体の集合とする．lkを用いて，
以下のように long virtual knot Kに対する invariant q(K)を定義する．

Definition 2.1.

q(K) =
∑

d∈N(K)

sign(d)lk(Kd).

� �
Theorem 2.2. qは long virtual knotのdegree 2のfinite type invariantである．� �

Sketch Proof. K
(

,
)
は２つの semi-virtual crossing を持つ long virtual

knot diagramを表す．K
(

c
1
, c

2

)
は各 semi-virtual crossingをそれぞれ real cross-

ing c1, c2に置き換えた long virtual knot diagramである．c, dをN
(
K
(

,
))

の異なる２つの元とする．このとき，K
(

,
)d
の cに対応するcrossingを cdで

表す．K
(

,
)
における qの値を計算すると，以下が得られる．

q
(
K
(

,
))

=
1

2
{ε1δ2sign(c1)sign(c2c1) + ε2δ1sign(c2)sign(c1

c2)}. (1)
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ここで，i, j = 1, 2, i ̸= jに対して，

εi =


1

(
ci ∈ N

(
K
(

,
)))

0

(
ci /∈ N

(
K
(

,
))) ,

δi =

{
1 (ci ∈ Lcj ∩ Ccj)

0 (ci /∈ Lcj ∩ Ccj)

とする．
これを用いて，３つの semi-virtual crossingを持つ long virtual knot diagramにおけ

る qの値を求める．式 (1)より，

q
(
K
(

, ,
))

= q
(
K
(

, ,
))

.

よって，
q
(
K
(

, ,
))

= 0.

また，q

( )
̸= 0なので，qはdegree 2のfinite type invariantである．

3. finite typeではないvirtual knot invariant

この節では，finite type invariantにならない例を２つ紹介する．

まず，１つ目の invariantを定義する．上下の情報を除いたreal crossingをflat crossing

という．virtual knot K に対して，K の real crossing dで smoothingし，全ての real

crossingをflat crossingに置き換えて得られるdiagramをKdとする．Kdの成分に 1と
2の orderを付けたとき，Kdの flat crossing eの符号を図 3のように定義し，sgn(e)で
表わす．

sgn(e)= + 1

  e   e

sgn(e)= - 1

12 21

図 3 : flat crossing eの符号

このとき，dの intersection index i(d)は以下のように定義される ([5])．

i(d) =
∑
e∈1∩2

sgn(e).
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ここで，1 ∩ 2は 1と 2の間のKdのflat crossing全体の集合とする．intersection index

iを用いて，以下のようにvirtual knot Kに対する invariant p(K)を定義する．

Definition 3.1 ([3]).

p(K) =
∑

d∈C(K)

sign(d)|i(d)|.

ここで，C(K)はKの real crossing全体の集合とする．

Lemma 3.2. 2以上の自然数nに対して，

p



1

2...

i

...

n


=



2 (n = 2)

0 (n = 3)

−p



1

2

. . .

n-1


(n ̸= 2, n ̸= 3).

ここで，左辺の diagramは，i番目の crossingは real crossingであり，それ以外の
部分は semi-virtual crossingと virtual crossingが交互に現れる n − 1個の semi-virtual

crossingを持つ diagramである．右辺の diagramは，semi-virtual crossingと virtual

crossingが交互に現れるn− 1個の semi-virtual crossingを持つdiagramである．

Lemma 3.2を用いて，以下のような結果を得た．� �
Theorem 3.3. pはvirtual knotのfinite type invariantではない．� �

Sketch Proof. 2以上の自然数nに対して以下が成り立つことを示す．

p



1

2

. . .

n


=

{
2 (n = 2)

(−1)n2n−2 (n ̸= 2)
. (2)

n = 2のとき，

p

( )
= p


− 2p

( )
+ p

( )

= 2.
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3以上の自然数 nに対して，nに関する帰納法で (2)が成り立つことを示す．n = 3の
とき，

p


 =− p


+ 3p

( )

− 3p

( )
+ p




=− 2.

n = k(= 3)のとき，(2)が成り立つと仮定する．このとき，

p



1

2

. . . . . .
k+1


= p



1

2...

i

...

k+1


− p



1

2

. . . . . .

k



= −2p



1

2

. . . . . .

k


= (−1)k+1 2(k+1)−2.

よって，n = k + 1のときも成り立つ．

次に，２つ目の invariantを定義する．virtual knot Kに対して，Kの real crossing d

からスタートしてdに戻るまでに通過する real crossingの個数が奇数となるとき，dを
odd crossingと呼ぶ．このとき，Kの self-linking invariant J(K)は以下で定義される．

Definition 3.4 ([6]).

J(K) =
∑

d∈Odd(K)

sign(d).

ここで，Odd(K)はKのodd crossing全体の集合とする．� �
Theorem 3.5. Jはvirtual knotのfinite type invariantではない．� �
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Sketch Proof. 2以上の自然数nに対して，二項定理を用い，以下の式を示す．

J



1

2

. . .

n


= (−1)n2n−2n.
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