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1 はじめに
本報告において, [1, 2]で定義された絡み目の局所変形である simple ribbon moveの拡
張となる simple ribbon fusionを導入する.

絡み目 ℓから 1回の simple ribbon fusionで得られた絡み目をLとするとき, g(L) ≥ g(ℓ)

が成り立ち, 特に等号成立の必要十分条件は ℓと Lが同値な絡み目であることを示す.

また simple ribbon fusionに付随する attendant linkを用いることによって, 自明な結
び目から 1回の simple ribbon fusionで得られた結び目が primeであるための十分条件を
与える.

2 Simple ribbon fusions for links

simple ribbon fusionとは S3内の (向き付けられた)絡み目 ℓに対して定義された以
下のような操作である.

定義 2.1. O (= Om)を自明な絡み目, D (= ∪m
i=1Di)を ∂D = O, D ∩ ℓ = ∅をみたす互

いに交わらない non-singular disks, B (= ∪m
i=1Bi)を互いに交わらない, ℓとOの bands of

fusionで以下をみたすとする.

(1) Bi ∩ ℓ = {an arc of ℓ}, Bi ∩ O = {an arc of Oi}.

(2) 各 i (1 ≤ i ≤ m)に対して, 以下をみたす jが存在する.

(i) intDi ∩ B = intDi ∩Bj = {an arc of ribbon type},

(ii) intD ∩Bi = intDj ∩Bi = {an arc of ribbon type}.

このとき, 絡み目L (= ℓ⊕ ∂(B ∪ D)) は ℓから B ∪ Dに関する simple ribbon fusionで
得られた, という. ここで, ⊕は homological additionを意味する.
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図 1: A simple ribbon fusion

n成分絡み目 Lに対して, 種数 g(L)を以下のように定める.

g(L) = min

{
2− χ(F )− n

2

∣∣∣∣ F : Lの連結なザイフェルト曲面
}

ただし, χ(F )は F のオイラー標数である.

定理 2.2. Lを絡み目 ℓから 1回の simple ribbon fusionで得られた絡み目とする. この
とき g(L) ≥ g(ℓ)が成り立つ. 特に等号成立の必要十分条件は ℓとLが同値な絡み目であ
ることである.

この定理を示すために次の補題を用意する.

補題 2.3. 以下の条件をみたす Lの連結なザイフェルト曲面 FLが存在する.

• FLの種数が g(L)である,

• intFL ∩ B = ∅,

• FL ∩ intDi = {an arc ρi and simple loops}.

ただし ρiは ∂ρi = ∂αiをみたす arcとし, 各 loopは図 2のように αi ∪ ρiを含む. ここで
αiは αi = intDi ∩ B である arcとする.

図 2: FL ∩ intDi
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[定理 2.2の証明の概略]

FLを補題 2.3の条件をみたすLのザイフェルト曲面とする. FLを図 3のように, FL∩intDi

の arcを cutして元のBi ∪Diに沿って 1枚の diskを張り, また各 loopを cutして 2枚の
diskを張る. この操作を全てのFL ∩ intDの連結成分に行うことによって新しい曲面F を
得ることができる. この曲面F は ℓのザイフェルト曲面Fℓといくつかの閉曲面の和集合で

図 3:

表されている. このとき, FLと Fℓのオイラー標数の差を計算することで, χ(FL) ≤ χ(Fℓ)

となることが分かる. 特に等号が成立する必要十分条件が, 任意の iに対して, FL ∩ intDi

の各 arcを cutすることで曲面は非連結となり,さらにこの曲面の ∂Di−∂Biを含む連結成
分が diskとなることである. このことから ℓと Lが同値な絡み目であることが導かれる.

3 An attendant link

次に simple ribbon fusionの性質を調べるために, [1] で定義された attendant linkを以
下のように拡張する. Lを絡み目 ℓから B ∪ Dに関する simple ribbon fusionで得られた
絡み目とする.

各 band Biの coreをとり, 各 disk Di上の coreの 2端点を図 4のように自然につなぐ
ことによって得られる絡み目Lを B ∪ Dに関する attendant linkという.

図 4: Bi ∪Diの pre-image

Lの各成分は図 5のような loopを埋め込んだものとなっている.
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図 5:

特に自明,またはprimeな結び目に対する simple ribbon fusionについて, attendant link

の性質を通して, 得られる結び目が primeであるための十分条件を得た. 本報告では特に,

自明な結び目のときの以下の定理を紹介する.

定理 3.1. kを自明な結び目とし, Kを kから 1回の simple ribbon fusionで得られた非自
明な結び目とする.

(1) Lが結び目ならば, Kは primeまたは square knotである. とくにKが square knot

となるのは, Lが trivialかつ#(D) = 1 or 2 であるときのみである.

(2) Lが非分離的絡み目ならばKは primeである.

注意 3.2. 実際に square knotは, 自明な結び目から図 6のような simple ribbon fusionで
得られる.

図 6: The square knot

例 3.3. Kを図 7の結び目とする. このとき LがHopf link であることから, 定理 3.1を
用いて, Kが primeであることが分かる.

さらに attendant link Lが元の結び目 kに対してどのような位置にあるか, という情報
も含めることで次の定理を示した.

定理 3.4. kを自明な結び目とし, Kを kから 1回の simple ribbon fusionで得られた結び
目とする. もし k ∪ Lが primeであるならば, Kは primeまたは square knotである.
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図 7:

例 3.5. 樹下・寺坂結び目K(図 8の結び目)は自明な結び目 kから 1回の simple ribbon

fusionで得られ, さらにその attendant link Lとの和 k ∪ LはWhitehead linkとなってい
る. 定理 3.4を用いることで, 樹下・寺坂結び目が素 (したがって非自明)な結び目である
ことがわかる.

図 8: 樹下・寺坂結び目
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