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1 はじめに

DNAは二重螺旋構造をしている．特に細菌やバクテリアのDNAではそのほとんどが環状になっ
ており，結び目や絡み目をつくる．部位特異的組み換え酵素は，2本の 2本鎖 DNAの特定の配列
（部位）を掴み組み換えを行う．この組み換えによってDNA結び目・絡み目の型が変わる．そこで，
与えられた 2つの結び目・絡み目に対し，何回の組み換えが必要であるかを考え距離を定義する．
部位特異的組み換えが起こる部位は短いため，ほとんどの場合局所的にみれば単純な組み換えであ

り，band surgeryであると信じられている．部位特異的組み換えは 2つの部位の向きの状況によっ
て inverted repeat recombination （図 1の右上）と direct repeat recombination（図 1の右下）に
別けられる．ここでは direct repeat recombination（2つの部位の向きが同じもしくは 2つの部位が
異なる DNA成分にある場合）だけを考える．この組み換えは部位の向きから誘導される向きを考
えることによって coherent band surgery (band以外の部分は同じ向きになっている band surgery)
とみなすことができる．

図 1: Band surgery（左図）と部位特異的組み換え（右図）が対応する．特に direct repeat recom-
bination（右下図）は coherent band surgery（左下図）に対応する．

Coherent band surgeryと図 2の nullification moveは本質的に同じである．
有向絡み目に対して，自明絡み目を得るのに何回の nullification movesが必要であるかを nullifica-

tion numberという．ここで自明絡み目の成分数はとわない．この nullification numberは [13, 3, 4]
で研究されている．特に [3]で，9交点以下の全ての結び目に対して nullification numberが決定さ
れた．2つの有向絡み目 L, L′に対して，何回の nullification movesが必要であるかを nullification
distanceとよび，d(L,L′)で表わすこととする．ここでの目標は 6交点以下の結び目と 2成分絡み
目のそれぞれの組に対し，nullification distance （表 1,2,3）を与えることである．
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図 2: Nullification moves

2 Nullification pathway

有向絡み目の列 L0, L1, . . . , Ln が d(Li−1, Li) = 1（i = 1, . . . , n）をみたすとき（長さ n の）

nullification pathwayとよぶ．一回の nullification moveは必ず絡み目の成分数を 1つ変える．よっ
て，次に注意したい．絡み目 Lの成分数を µ(L)で表わす

注意 2.1. d(L,L′) ≡ µ(L) − µ(L′) (mod 2).　

そこで nullification pathway において成分数を考える．L0, L1, L2, L3 を長さ 3 の nullification
pathwayとすると簡単な議論から次がわかる．

補題 2.2. (1) L0, L1, L2の成分数がそれぞれm,m− 1, mであるとき，(m + 1)成分の絡み目 L′
1が

存在し，L0, L
′
1, L2 も nullification pathwayとなる（図 3の左）.

(2) L0, L1, L2, L3 の成分数がそれぞれ (m−1), m,m+1,mであるとき，m成分絡み目L′
1と (m−1)

成分絡み目 L′
2 が存在し，L0, L

′
1, L

′
2, L3 も nullification pathwayとなる（図 3の右）.
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図 3: Nullification pathwayと成分数

補題 2.2から次がわかる．

命題 2.3. (1) 絡み目 L,L′ をともにm成分絡み目とする. もし，d(L,L′) ≥ 4であるならば,m成
分絡み目 L′′ が存在し d(L,L′) = d(L,L′′) + d(L′′, L′)，2 ≤ d(L,L′′) ≤ d(L,L′) − 2が成り立つ.

(2) 絡み目 L,L′ の成分数をそれぞれm,m′とする．するとm成分絡み目 L′′が存在し d(L,L′) =
d(L,L′′) + d(L′′, L′)，d(L′′, L′) = |m − m′|が成り立つ.

2つの絡み目の間にどれだけの絡み目が存在するのかを考える．Baadarの議論 [1]を nullification
moveに関して同様に考えると次が得られる．

定理 2.4. 長さ 2の nullification pathway L,L0, L
′ に対し，∇L0 ̸= 0とすると，L,Li, L

′ が nulli-
fication pathwayとなる絡み目の無限族 {Li}が存在する．ただし，∇は Conway polynomialを表
わす．
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3 Nullification distanceの下からの評価

この節では，知られている nullification distanceの下からの評価について述べる．
絡み目 Lの signatureを σ(L)で表わす．村杉氏 [11]によって次が示されている．

定理 3.1 ([11]). |σ(L) − σ(L′)| ≤ d(L, L′).

絡み目 Lの Jones polynomialを V (L; t)で表わす．金信氏 [7]によって次が示されている．

定理 3.2 ([7]). ω = eiπ/3 とし，d = d(L,L′)とする．
µ(L) ≡ µ(L′) (mod 2)のとき，

V (L;ω)/V (L′; ω) ∈ {±(i
√

3)±k,
√

3
±d

| k = 0, 1, . . . , d − 1}.

つまり，V (L; ω)/V (L′; ω) /∈ {±(i
√

3)±k,
√

3
±n | k = 0, 1, . . . , n − 1} ならば，d(L,L′) ≥ n + 2が

成り立つ．

µ(L) ̸≡ µ(L′) (mod 2)のとき，

V (L;ω)/V (L′; ω) ∈ {±i(i
√

3)±k,−
√

3
±d

| k = 0, 1, . . . , d − 1}.

つまり，V (L;ω)/V (L′; ω) /∈ {±i(i
√

3)±k,−
√

3
±n | k = 0, 1, . . . , n − 1} ならば，d(L,L′) ≥ n + 2

が成り立つ．

ρ(L) = Q(L; (
√

5 − 1)/2)とする．ただし，Q(L; z)は Lの Q polynomialである．金信氏 [7]に
よって次が示されている．

定理 3.3 ([7]). d = d(L, L′)とする．すると次が成り立つ．

ρ(L)/ρ(L′) ∈ {±
√

5
±k

,
√

5
±d

| k = 0, 1, . . . , d − 1},

つまり，ρ(L)/ρ(L′) /∈ {±
√

5
±k

,
√

5
±n | k = 0, 1, . . . , n − 1}ならば，d(L,L′) ≥ n + 1となる．

以下は nullificaion distanceが 1となる必要条件を与えており，第５節において下からの評価 3と
して用いることができる．

一回のnullification moveは成分数を 1つだけ変えるので，一般の絡み目L,L′に対して，d(L, L′) ≥
|µ(L) − µ(L′)|が成り立つが，Arf invariantの性質から次がわかる．([12],[9, 系 8.3.2]参照)

定理 3.4. 絡み目 Lを proper（どの成分も他の残りの成分との絡み数が偶数になっている）とする．
d(L,L′) = µ(L) − µ(L′)ならば，L′も properで Arf(L) = Arf(L′)が成り立つ．特に，L, L′とも

に properとしたとき，d(L,L′) = 1ならば Arf(L) = Arf(L′)が成り立つ．

結び目KのAlexandar polynomialを∆(K)で表わす．河内氏 [10]によって，次が示されている．

定理 3.5. Anti-parallel (2, 2k)-torus link T ′
2,2k に対して，結び目 K が d(K, T ′

2,2k) = 1であるな
らば，

∆K(t) ≡ ±trf(t)f(t−1) (mod k)

が成り立つ多項式 f が存在する．

その他に，Fox-Milnor[5]によってd(K, 02
1) = 1となる結び目について，河内氏によってd(K, T2,2k) =

1となる結び目について（[6]を参照），それぞれAlexandar polynomialに条件を与えている．ただ
し，T2,2k は parallel (2, 2k)-torus linkである．また，[2]で d(S(4mn− 1, 2m), T ′

2,2k) = 1であるた
めの必要十分条件を与えている．ただし，S(4mn − 1, 2m)は種数 1の 2橋結び目である．
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4 2つの結び目の間のnullification distance

この節では 2つの結び目K, K ′ の間の nullification distanceを考え，表 1を与える．
まず，注意 2.1より，d(K, K ′)は偶数であることがわかる．定義から明らかに d(K,K ′) = 0であ
ることとK = K ′ であることは同値であり，d(K, K ′) = 2であることとK ̸= K ′ かつK,L, K ′ が

nullification pathway（d(K,L) = d(L,K ′) = 1）となる（2成分）絡み目Lが存在することは同値で

ある．そこで，これらをそれぞれ，“0”，“2(L)”と表 1に表わす．例えば，表 1の 01と 31が交わる部

分に “2(22
1)”とあるが，これは，d(01, 22

1) = d(22
1, 31) = 1より d(01, 31) = 2がわかることを意味す

る．d(K, K ′) = d ≥ 4の場合，nullification ditanceの下からの評価（定理 3.1，3.2，3.3）を用いる．
また，命題 2.3 (1)より，d(K, K ′) = d(K, K ′′) + d(K ′′,K ′)かつ 2 ≤ d(K, K ′′) ≤ d(K, K ′) − 2と
なる結び目K ′′が存在する．そこで，これをそれぞれ “d(IK ′′)”，“d(IIK ′′)”，“d(IIIK ′′)”と表 1に
表わす．例えば，表 1の 01と 51が交わる部分に “4(I31)”とあるが，これは，4 = |σ(01)−σ(51)| ≤
d(01, 51) ≤ d(01, 31) + d(31, 51) = 4より d(01, 51) = 4がわかることを意味している．

表 1: 2つの結び目の間の nullification distance

31 41 51 52 61 62 63 31♯31 31♯31!

01 2(22
1) 2(22

1) 4(I31) 2(22
1) 2(22

1
′) 2(22

1) 2(22
1) 4(I31) 2(31♯22

1
′)

31 0 2(22
1) 2(31♯22

1) 2(22
1) 2(61!♯22

1
′) 2(22

1) 2(22
1) 2(31♯22

1) 2(31♯22
1
′)

31! 4(I01) 2(22
1
′) 6(I01) 4(I01) 2(22

1
′) 4(I01) 2(22

1
′) 6(I01) 2(31!♯22

1)
41 0 4(I31) 2(22

1) 2(22
1
′) 2(22

1) 2(22
1) 4(I31) 4(II01)

51 0 2(31♯22
1) 4(I31) 2(42

1) 4(I31) 2(62
1) 4(I31)

51! 8(I01) 6(I01) 4(I31!) 6(I01) 4(I31!) 8(I01) 4(I31!)
52 0 2(42

1
′!) 2(22

1) 2(22
1) 2(31♯22

1) 4(II01)
52! 4(I01) 2(22

1
′) 4(I01) 2(22

1
′) 6(I01) 4(II01)

61 0 2(41♯22
1) 2(22

1
′) 4(I31) 2(02

1)
61! 2(02

1) 2(22
1) 2(22

1) 4(I31) 2(02
1)

62 0 2(22
1) 4(II31) 2(31♯22

1
′)

62! 4(I01) 2(22
1
′) 6(I01) 2(31!♯22

1)
63 0 4(I31) 2(31♯22

1
′)

31♯31 0 4(I31)
31!♯31! 8(I01) 4(I31!)

5 結び目と2成分絡み目の間のnullification distance

この節では結び目K と 2成分絡み目 Lの間の nullification distanceを考え，表 2を与える．
まず，注意 2.1より，d(K, K ′)は奇数であることがわかる．定義から明らかに d(K, L) = 1であ
ることとK と Lの間に nullification move （もしくは coherent band surgery）があることは同値
である．そこで，これを “1”と表 2に表わす．例えば，表 2の 02

1 と 01 が交わる部分に “1”とあ
るが，これは，02

1 と 01 の間に nullification moveがあることを意味する．d(K,K ′) = d ≥ 3の場
合，nullification ditanceの下からの評価（定理 3.1，3.2，3.3，3.4，3.5）を用いる．また，命題 2.3
(2)より，d(K,L) = d(K,K ′) + d(K ′, L)かつ d(K ′, L) = 1となる結び目K ′ が存在する．そこで，

これをそれぞれ “d(IK ′)”，“d(IIK ′)”，“d(IIIK ′)”，“d(IVK ′)”，“d(VK ′)”と表 2に表わす．例え
ば，表 2の 02

1と 31が交わる部分に “3(I01)”とあるが，これは，3 = |σ(02
1)− σ(31)| ≤ d(02

1, 31) ≤
d(02

1, 01) + d(01, 31) = 3より d(02
1, 31) = 3がわかることを意味している．
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表 2: 結び目と 2成分絡み目の間の nullification distance

01 31 41 51 52 61 62 63 31♯31 31♯31!

02
1 1 3(I01) 3(II01) 5(I01) 3(I01) 1 3(I01) 3(III01) 5(I01) 1

22
1 1 1 1 3(I31) 1 3(II01) 1 1 3(I31) 3(II01)

22
1
′ 1 3(I01) 1 5(I01) 3(I01) 1 3(I01) 1 5(I01) 3(II01)

42
1 3(I31) 1 3(I31) 1 3(IV31) 3(I31) 1 3(I31) 3(II31) 3(I31)

42
1! 3(I31!) 5(I31!) 3(I31!) 7(I31!) 5(I31!) 3(I31!) 5(I31!) 3(I31!) 7(I31!) 3(I31!)

42
1
′ 1 3(I01) 3(III01) 5(I01) 3(I01) 3(II01) 3(I01) 3(IV01) 5(I01) 3(II01)

42
1
′! 1 3(II01) 3(III01) 3(I52) 1 1 3(IV01) 3(IV01) 3(I52) 3(II01)

52
1 3(IV31) 1 1 3(I31) 3(IV31) 3(II31) 1 1 3(I31) 3(II31)

52
1! 3(IV31) 3(I41) 1 5(I41) 3(I41) 3(IV41) 3(I41) 1 5(I41) 3(I31)

31♯22
1 3(I31) 1 3(I31) 1 1 3(I31) 3(II31) 3(I31) 1 3(I31)

31!♯22
1
′ 3(I31!) 5(I31!) 3(I31!) 7(I31!) 5(I31!) 3(I31!) 5(I31!) 3(I31!) 7(I31!) 3(I31!)

31♯22
1
′ 1 1 3(II01) 3(I31) 3(II01) 1, 3(01) 1 1 3(I01) 1

31!♯22
1 1 3(I01) 3(II01) 5(I01) 3(I01) 1, 3(01) 3(I01) 1 5(I01) 1

62
1 5(I51) 3(I51) 5(I51) 1 3(I51) 5(I51) 3(I51) 5(I51) 1 5(I51)

62
1! 5(I51!) 7(I51!) 5(I51!) 9(I51!) 7(I51!) 5(I51!) 7(I51!) 5(I51!) 9(I51!) 5(I51!)

62
1
′ 1 5(I01) 3(II01) 5(I01) 3(I01) 1, 3(01) 3(I01) 1, 3(01) 5(I01) 1, 3(01)

62
1
′! 1 1 3(II01) 3(I01) 3(II01) 1, 3(01) 3(V01) 1, 3(01) 3(I31) 1, 3(01)

62
2 3(I31) 1 3(I31) 1, 3(31) 1 3(I31) 3(III31) 3(I31) 3(III31) 3(I31)

62
2
′ 3(I31!) 5(I31!) 3(I31!) 7(I31!) 5(I31!) 3(I31!) 5(I31!) 3(I31!) 7(I31!) 3(I31!)

62
3 3(I52) 3(IV52) 3(I52) 3(III52) 1 3(I52) 3(II52) 3(I52) 1 3, 5(I52)

62
3! 3(I52!) 5(I52!) 3(I52!) 7(I52!) 5(I52!) 3(I52!) 5(I52!) 3(I52!) 7(I52!) 3, 5(I52!)

62
3
′ 3(I31!) 3(I41) 1 5(I41) 3(I41) 3(IV31!) 3(I41) 3(II31!) 5(I41) 3(II31!)

62
3
′! 3(II31) 1 1 3(I31) 3(IV31) 3(IV31) 3(I31) 3(II31) 3(I31) 3(II31)

41♯22
1 1 3(II01) 1 3(I62) 3(III01) 1 1 3(III01) 3(I76) 3(II62)

41♯22
1
′ 1 3(I01) 1 5(I01) 3(I01) 3(II01) 3(I01) 3(III01) 5(I01) 3(II62!)

6 2つの2成分絡み目の間のnullification distance

この節では 2つの 2成分絡み目 L,L′ の間の nullification distanceを考え，表 3を与える．
まず，注意 2.1より，d(L,L′)は偶数であることがわかる．定義から明らかに d(L,L′) = 0であ
ることと L = L′ であることは同値であり，これを “0” と表 3 に表わす．d(L,L′) = 2 であると
き，(i) d(L,K) = d(K,L′) = 1となる結び目K が存在する場合（これを “2(K)”で表わす）と (ii)
d(L,L′′) = d(L′′, L′) = 1となる 3成分絡み目 L′′が存在する場合（これを “2(L′′)”で表わす）があ
る．補題 2.2 (1)より (i)が成り立てば (ii)も成り立つが，逆は一般に成り立たない．実際，表 3の
“*”は，(ii)は成り立つが定理 3.4より (i)は成り立たないことがわかるものを示している．“†”は，
(ii)は成り立つが (i)が成り立つかどうかわからないものを示している．
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表 3: 2つの 2成分絡み目の間の nullification distance

22
1 42

1 42
1
′ 52

1 31♯22
1 31♯22

1
′

02
1 2(01) 4(I22

1) 2(01) 2(01 ⊔ 22
1)* 4(I22

1) 2(01)
22
1 0 2(31) 2(01) 2(31) 2(31) 2(01)

22
1
′ 2(01) 4(I22

1) 2(01) 2(41) 4(I22
1) 2(01)

42
1 0 4(I22

1) 2(31) 2(31) 2(31)
42
1! 6(I22

1) 2(22
1
′
♯22

1
′)* 4(I22

1
′) 6(I22

1) 4(I22
1
′)

42
1
′ 0 4(IV22

1) 4(I22
1) 2(01)

42
1
′! 2(01) 4(IV22

1) 2(52) 2(01)
52
1 0 2(31) 2(31)

52
1! 2(41) 4(I22

1) 2(63)
31♯22

1 0 2(31)
31!♯22

1
′ 6(I22

1) 4(I22
1
′)

31!♯22
1 2(01)

Table 3. (つづき)
62
1 62

1
′ 62

2 62
3 62

3
′ 41♯22

1

02
1 6(I22

1) 2(01) 4(I22
1) 4(I22

1) 4(IV22
1) 2(01)

22
1 4(I42

1) 2(01) 2(31) 2(52) 2(41) 2(01)
22
1
′ 6(I22

1) 2(01) 4(I22
1) 4(I22

1) 2(41) 2(01)
42
1 2(51) 4(I22

1) 2(31) 2(22
1♯2

2
1)* 4(I22

1) 2(76)
42
1! 8(I22

1) 2(31!) 6(I22
1) 6(I22

1) 2(31!) 4(I22
1)

42
1
′ 6(I22

1) 2(01) 4(I22
1) 4(I22

1) 2(42
1
′
♯22

1)* 2(01)
42
1
′! 4(I42

1) 2(01) 2(52) 2(52) 4(IV22
1) 2(01)

52
1 6(I22

1) 2, 4(22
1) 2(31!) 4(IV22

1) 2(41) 2(41)
52
1! 6(I22

1) 2(31!) 4(I22
1) 4(I22

1) 2(41) 2(41)
31♯22

1 2(51) 4(I22
1) 2(31) 2(52) 4(I22

1) 2(76)
31!♯22

1
′ 8(I22

1) 2(31!) 6(I22
1) 6(I22

1) 2(31!) 4(I22
1
′)

31♯22
1
′ 4(I42

1) 2(01) 2(31) 2, 4(22
1) 2, 4(22

1) 2(01)
31!♯22

1 6(I22
1) 2(01) 4(I22

1) 4(I22
1) 2(31!) 2(01)

62
1 0 6(I22

1) 2(42
1♯2

2
1)

† 2(31♯31) 6(I22
1) 4(I42

1)
62
1! 10(I22

1) 4(I42
1!) 8(I22

1) 8(I22
1) 4(I42

1!) 6(I22
1
′)

62
1
′ 0 4(I22

1) 4(I22
1) 2(31!) 2(01)

62
1
′! 2(31) 2(31) 2, 4(22

1) 2, 4(22
1) 2(01)

62
2 0 2(52) 4(I22

1) 2, 4(22
1)

62
2
′ 6(I22

1) 6(I22
1) 2(31!) 4(I22

1
′)

62
3 0 4(I22

1) 2, 4(22
1)

62
3! 6(I22

1) 2(22
1
′
♯22

1
′)† 4(I22

1
′)

62
3
′ 0 2(41)

62
3
′! 2(41) 2(41)

41♯22
1
′ 2(01)
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簡単な議論から次の (ii)は成り立つが (i)は成り立たないための必要条件を得る．

定理 6.1. d(L, L′′) = d(L′′, L′) = 1となる 3成分絡み目 L′′が存在するが，任意の結び目K に対し

d(L,K) + d(K, L′) > 2ならば，
lk(L) = lk(L′).

定理 3.4と定理 6.1から次が得られる．

系 6.2. L,L′が proper（絡み数が偶数）とする．もし，Arf(L) ̸= Arf(L′)かつ lk(L) ̸= lk(L′)な
らば，d(L,L′) ≥ 4．

d(L,L′) = d ≥ 4の場合，nullification ditanceの下からの評価（定理 3.1，3.2，3.3，系 6.2）を
用いる．また，命題 2.3 (1)より，d(L,L′) = d(L,L′′) + d(L′′, L′)かつ 2 ≤ d(L,L′′) ≤ d(L,L′)− 2
となる 2成分絡み目 L′′ が存在する．そこで，これをそれぞれ “d(IL′′)”，“d(IIL′′)”，“d(IIIL′′)”，
“d(IVL′′)”と表 3に表わす．
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