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1. 導入

J. Milnorは複素多項式から現在Milnor束と呼ばれる S1上のファイバー束を構成し, 複
素特異点の研究に応用した. 近年岡睦雄氏によってmixed多項式と呼ばれる複素変数 zとそ
の共役 z̄からなる多項式に対しても, ある条件のもとでファイバー束が存在することが示さ
れた. このファイバー束は多項式が複素共役を含まないときはMilnor束に一致する. また
特異点が孤立しているとき, mixed多項式は球面内の絡み目を定める. 本稿ではmixed多項
式の特異点から定まるファイバー絡み目に対して, Milnor数の enhancementと呼ばれる位
相不変量を考察し, 得られた結果を紹介する.
第 2章でMilnor束の説明をし, 第 3章でmixed多項式とその性質を紹介する. 第 4章で

Milnor数の enhancementと主定理を紹介し, 第 5章で補足を述べる.

2. Milnor束

f(z) はCnの原点 o = (0, . . . , 0)で消える n変数 z = (z1, . . . , zn) の複素多項式とする. o
は f(z)の特異点, つまり (∂f/∂z1)(o) = · · · = (∂f/∂zn)(o) = 0をみたす点とする. 1968年
にMilnorは次のことを証明した.

定理 1. [2] 十分小さい正の数 ε0が存在して, 0 < ε ≤ ε0をみたす任意の正の数 εに対し,

f

|f |
: S2n−1

ε \ Kf → S1

は局所自明なファイバー束になる. ここで S2n−1
ε は (2n− 1)次元の原点を中心にもつ半径 ε

の球面とし, Kf = S2n−1
ε ∩ f−1(0)とおく.

このファイバー束をMilnor束と呼ぶ. 原点が f(z)の孤立特異点になるとき, このファイ
バー束の各ファイバーは (n − 1)次元球面 Sn−1 のブーケ Sn−1 ∨ · · · ∨ Sn−1 と同じホモト
ピー型をもつ. ブーケとは Sn−1 の µ個のコピー Sn−1

1 , . . . , Sn−1
µ を用意し, そこから 1点

xj ∈ Sn−1
j を選ぶ. そして, 球面のコピーの非交和 Sn−1

1 ∪ · · · ∪ Sn−1
µ において x1, . . . , xµを

1点に同一視して得られる位相空間のことをいう. この位相空間は点 xjの選び方に依存しな
い. よってファイバー F のホモロジー群は

Hk(F ; Z) =


Z ⊕ · · · ⊕ Z k = n − 1

Z k = 0

0 otherwise
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となる. またファイバー F の閉包は内部が F で境界がKf になる滑らかな多様体である. こ
のときKf はホモトピー群 πj(Kf ) (0 ≤ j ≤ n − 3)が全て自明になる滑らかな多様体であ
る. このような多様体を (n− 3)-連結であるという. Kf を特異点の絡み目と呼ぶ. 複素超曲
面の特異点の絡み目は, 後で説明する単純なファイバー絡み目の重要な例になっている.
例えば n = 2のとき, f(z) = zp

1 + zq
2 としたときのKf は (p, q)-トーラスリンクになる.

一般には複素多項式の孤立特異点から定まる絡み目はトーラスリンクのケーブルリンクで,
ケーブルの係数たちはある不等式をみたしているものになる [1].

3. mixed多項式

f(z, z̄)を z = (z1, . . . , zn)と z̄ = (z̄1, . . . , z̄n)を変数にもつ次の形で表される多項式と
する:　

f(z, z̄) :=
∑
ν,µ

cν,µzν z̄µ.

ここで ν = (ν1, . . . , νn)に対して zν = zν1
1 · · · zνn

n とおく (また µ = (µ1, . . . , µn)に対しては
z̄µ = z̄µ1

1 · · · z̄µn
n とおく). z̄j で zj の複素共役を表す. このような実多項式 f(z, z̄)をmixed

多項式と呼ぶ.
各 zj に対して zj = xj + iyj とおき, f(z, z̄)を実部と虚部に分けて <f(z, z̄) + i=f(z, z̄)

と表すと f(z, z̄)は 2つの実 2n変数 x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn)の多項式で表される.
逆に g(x,y)と h(x,y)を実 2n変数多項式とし,

f(z, z̄) := g
(z + z̄

2
,
z − z̄

2i

)
+ ih

(z + z̄
2

,
z − z̄

2i

)
,

とおくと, g(x,y)と h(x,y)からmixed多項式が定まり, 超曲面 V = {z ∈ Cn|f(z, z̄) = 0}
はW = {(x,y) ∈ R2n|g(x,y) = h(x,y) = 0}に一致する. よってmixed多項式の研究は実
多項式写像R2n → R2の研究に他ならない. 実多項式写像をmixed多項式と見ることの利点
として, 複素超曲面特異点の研究の手法を用いることができることが挙げられる.

Mixed多項式による写像 f : Cn → Cの臨界点をmixed特異点と呼ぶ. mixed特異点は
その点の近傍で他に特異点を含まないとき孤立しているという. f(z, z̄)は Cn の原点 oで
f(o) = 0が成り立つと仮定する. このとき, Kf := S2n−1

ε ∩ f−1(0)を f(z, z̄)の絡み目と呼
ぶ. 原点 oが f(z, z̄)の孤立特異点のとき, Kf は (2n− 1)次元の滑らかな多様体になること
が [2, Corollary 2.9]からわかる.

Milnor束の存在等の複素多項式で得られた結果が, mixed多項式に対しても成り立つの
かは重要な問題である. 一般にはmixed多項式で, その特異点が孤立している例を見つける
ことは難しい. ここで岡睦雄氏により導入されたファイバー束をもつmixed多項式のクラス
と, 特異点が孤立しているmixed多項式のクラスを紹介する [6, 7]. まずは, f(z, z̄)のニュー
トン図形 Γ+(f ; z, z̄)を ∪

(ν,µ)

{(ν + µ) + Rn
+ | cν,µ 6= 0}

の凸包として定義する. ここで ν + µは zν z̄µの指数の和, Rn
+は Rnの部分集合で各成分が

0以上になるものとする. このとき Γ+(f ; z, z̄)のコンパクトな面の集まりをニュートン境界
といい, Γ(f ; z, z̄)で表す.
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次に, ニュートン境界を用いてmixed多項式の非退化性を定義する. P = (p1, . . . , pn)を
各成分が正の整数のベクトルとし, 線形関数 `P : Γ(f ; z, z̄) → Rを `P (v) =

∑n
j=1 pjvj で定

義する. ∆(P )で `P の値が最小になる Γ(f ; z, z̄)の面とする. 各ベクトル P に対して面関数
fP (z, z̄)を

fP (z, z̄) :=
∑

(ν+µ)∈∆k

cν,µzν z̄µ

で定義する. fP (z, z̄) : C∗n → Cが臨界点をもたないとき, f(z, z̄)はベクトル P で強非退化
(strongly non-degenerate)であるという. ここでC∗ = C\{0}である. ただし, dim∆(P ) ≥ 1
のときはfP (z, z̄)は全射であることも仮定する. 全ての各成分が正の整数のベクトルでf(z, z̄)
が強非退化になるとき, f(z, z̄)は強非退化であるという.
ファイバー束の存在を示すためには次の条件も必要である. 集合 {1, . . . , n}の部分集合 J

で |J | = n − kをみたすものを任意にとる. CJ = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn|zj = 0, j /∈ J}と
おく. f(z, z̄)の CJ 上への制限 f |CJ が f |CJ 6≡ 0をみたすとき, f(z, z̄)は k-convenientであ
るという. 特に (n − 1)-convenientのときは f(z, z̄)は単に convenientであるという.

mixed多項式 f(z, z̄)がこれらの条件をみたすとき, 岡睦雄氏は次のファイバー束が存在
することを示した.

定理 2. [7]. f(z, z̄) : (Cn,o) → (C, 0)を強非退化かつ convenient mixed多項式とする. こ
のとき十分小さい正の定数 ε0が存在し, 0 < ε ≤ ε0をみたす任意の正の数 εに対し,

f(z, z̄)
|f(z, z̄)|

: S2n−1
ε \ Kf → S1

は局所自明なファイバー束になる.

このファイバー束は多項式が複素共役 z̄を含まないとき, Milnor束に一致する.
原点 o がいつ f(z, z̄) の孤立特異点になるのかを示すためには次の条件が必要である.

dim∆(P ) ≥ 1となるPに対して, f−1
P (0)∩C∗nが空集合にならないとき, f(z, z̄)は真に非退化

(true non-degenerate)であるという. f(z, z̄)がconvenientかつ真に非退化になるとき, f(z, z̄)
は孤立特異点をもち, Kf は滑らかな多様体になる [7]. 例えば f(z, z̄) = (z1 + z2)(z1 − z2)
とおくと f(z, z̄)は強非退化になり, 絡み目Kf は負のホップ・リンクになる.
次に S1作用を許容するmixed多項式のクラスを紹介する. p1, . . . , pnは互いに素な整数

とする. Cn上の S1作用を次のように定義する:

s ◦ z = (sp1z1, . . . , s
pnzn), s ∈ S1.

ある正の整数 dpが存在し, mixed多項式 f(z, z̄)が

f(sp1z1, . . . , s
pnzn, s̄p1 z̄1, . . . , s̄

p1 z̄n) = sdpf(z, z̄), s ∈ S1,(1)

をみたすとき, f(z, z̄)はpolar weighted homogeneousという. このときf/|f | : S2n−1
ε \Kf →

S1は局所自明なファイバー束となり, ファイバー束のモノドロミーは

(z1, . . . , zn) 7→
(

exp
(2p1πi

dp

)
z1, . . . , exp

(2pnπi

dp

)
zn

)
,
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で与えられる [6, 7]. また Cn上の R∗作用を次のように定義する

t ◦ z = (tq1z1, . . . , t
qnzn), t ∈ R∗.

ここで q1, . . . , qnは 0以上の整数である. このとき, ある正の整数 drが存在して

f(tq1z1, . . . , t
qnzn, tq1 z̄1, . . . , t

qn z̄n) = tdrf(z, z̄), t ∈ R∗,(2)

が成り立つとき, f(z, z̄)は radial weighted homogeneousであるという. f(z, z̄)が等式 (1), (2)
をみたすときは, 大域的なファイバー束

Cn \ f−1(0) → C∗

も存在する.

4. Milnor数の enhancement

(S2n−1,K)を絡み目, つまりKは (2n − 1)次元球面 S2n−1内の余次元 2の向き付けられ
た閉多様体とする. N(K)でKのS2n−1内のチューブ近傍とし, E(K) = S2n−1\ Int(N(K))
とおく. N(K)が 2次元円板上のファイバー束

φ0 : N(K) → D2

とE(K)が S1上のファイバー束

φ1 : E(K) → S1

をもち, さらに φ0|∂N(K) = φ1|∂N(K)をみたすとき, K をファイバー絡み目という. こ
のファイバー束は S2n−1のオープンブック分解とも呼ばれている. ファイバー絡み目K が
(n − 3)-連結かつファイバー曲面が (n − 2)-連結のときK は単純であるという. 複素多項式
から定まるファイバー絡み目は単純であることが知られている [2]. ただし, mixed多項式の
ときはファイバー絡み目が常に単純になるのかはわかっていない. 単純なファイバー絡み目
(S2n−1, K)のファイバーの (n−1)次ホモロジー群のランクをMilnor数と呼び µ(K)で表す.

W. Neumannと L. Rudolphはファイバー絡み目の研究のために接束 TS2n−1 ⊕R内の向
き付けられた (2n − 2)次元平面場でE(K)上ではKのファイバー束の各ファイバーに横断
的に交わっていて, K 上では K ⊕ Rに接している平面場を研究した [3, 4, 5, 10]. この平面
場は写像 Λ : S2n−1 → G(2n − 2, 2n)を定義する. ここでG(2n − 2, 2n)は R2n内の向き付
けられた (2n− 2)次元の平面場によるグラスマン多様体である. NeumannとRudolphはホ
モトピー群 π2n−1(G(2n − 2, 2n))が

π2n−1(S2n−1) ⊕ π2n−1(S2n−2) ∼= Z ⊕ Z/rZ

と同型であることを示した. ここで n = 2のとき r = 0で n > 2のとき r = 2とする. さ
らに, Λのホモトピー類は ((−1)nµ(K), λ(K)) ∈ Z ⊕ Z/rZ と表すことができることを示し
た. この整数の組 ((−1)nµ(K), λ(K))のことを enhanced Milnor数と呼び, λ(K)のことを
Milnor数の enhancementと呼ぶ.
本稿では, mixed多項式 f(z, z̄)から定まる単純なファイバー絡み目Kf の enhancement

λ(Kf )を考察する. その主結果は次のとおりである.
4
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定理 3. 任意のk ∈ Z/rZに対して, λ(Kf ) = kを満たすファイバー束f/|f | : S2n−1
ε \Kf → S1

をもつmixed多項式 f(z, z̄)が存在する.

n = 2のとき, 主定理の証明は次のようなタイプのmixed多項式を考察する:

fp,q,m+,m−(z, z̄) :=
m+∏
j=1

(zp
1 + αjz

q
2)

m++m−∏
j=m++1

(zp
1 + αjz

q
2) (m+ > m−).

ここで αj 6= αj′ (j 6= j′), zp
1 + αjz

q
2 は zp

1 + αjz
q
2 の複素共役を表し, pと qは互いに素な正

の整数とする. αj 6= αj′ (j 6= j′)という条件から, このmixed多項式 fp,q,m+,m−(z, z̄)は強
非退化である. また fp,q,m+,m−(z, z̄)は真に非退化なので, 原点 oは fp,q,m+,m−(z, z̄)の孤立
特異点である. よって, Kfp,q,m+,m−

:= S3
ε ∩ f−1

p,q,m+,m−(0)は 3次元球面 S3
ε 内の向き付けら

れたファイバー絡み目であることがわかる. Kfp,q,m+,m−
がファイバー絡み目であることは,

A. Pichonと J. Seadeによる原点に孤立特異点をもつ複素多項式 (f,o)と (g,o)が共通の多
項式で割り切れないとき, fḡ/|fḡ| : S3 \Kfḡ → S1がファイバー束になるという結果からも
従う [8, 9].

S3
ε に次のような S1作用を定義する:

s ◦ (z1, z2) = (sqz1, s
pz2), s ∈ S1.

このとき fp,q,m+,m−(z, z̄)は次の等式をみたす:

fp,q,m+,m−(s ◦ z, s ◦ z) = spq(m+−m−)fp,q,m+,m−(z, z̄).

m+ > m−という条件から, fp,q,m+,m−(z, z̄)は polar weighted homogeneousであることも
わかる. この S1作用を用いて S3上にベクトル場を構成することで, このmixed多項式から
定まるファイバー絡み目の λ(Kfp,q,m+,m−

)は次のように表される.

補題 1. λ(Kfp,q,m+,m−
) = (−pqm− + p + q)m−.

この補題から p, q,m+, m−に正の整数を上手く代入すると, 1以下の全ての整数が実現で
きることが示せる. 2以上の整数はKfp,q,m+,m−

の鏡像の enhancementとして実現できる.

5. 補足

n = 2のとき, enhanced Milnor数はファイバー絡み目Kのファイバー曲面が２つのファ
イバー絡み目K1とK2のファイバー曲面の村杉和で表されるならば, λ(K)はλ(K1)+λ(K2)
になる [3]. 一般には複素多項式の特異点の絡み目は, 正ブレイドの閉包で表される. それに
より複素多項式のMilnor束のファイバー曲面が正のホップ・プランビング (Hopf plumbing)
から得られることがわかる. 正のホップ・リンクの enhancementは 0なので, 複素多項式
f(z)から定まるファイバー絡み目Kf のMilnor数の enhancement λ(Kf )は常に 0である.
また負のホップ・リンクの enhancementは 1なので, 負のホップ・プランビングで得られる
ファイバー絡み目の enhancementは正の整数になる.
主定理からmixed多項式 f(z, z̄)から定まるファイバー絡み目Kf で enhancementλ(Kf )

が負の整数になるものが存在する. よって, そのようなKf のファイバー曲面はホップ・プ
ランビングだけでは得られないこともわかる.
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