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1 はじめに

絡み目の対称性の一つにもろて性という性質がある．もろて性とは，絡み目が自身の鏡像と同

値であるという性質のことであり，もろて性をもつ絡み目をもろて型絡み目 (amphicheiral link)
という．すなわち空間内で変形してその射影図のすべての交点の上下が入れ替わったものにでき

るとき，その絡み目はもろて型絡み目である．例えば，ホップ絡み目や 8の字結び目はもろて型
絡み目である．一方，三葉結び目は右手系と左手系が在るように，もろて型絡み目ではない.

ホップ絡み目 8の字結び目 三葉結び目
　
与えられた絡み目がもろて型かそうでないかを判定することは容易なことではない．11交点ま
での素なもろて型絡み目については，門上晃久先生と河内明夫先生により Alexander多項式を用
いて判定されている [K, KK]．本稿では Cタングルを用いてもろて型絡み目を構成する．

2 Cタングルの定義

この章では Cタングルを定義し，それらの和によって絡み目を構成する．まず Cタングルを定
義する．

定義 1. 円柱 C = D2 × [−1, 1] ⊂ R3 と n本の弧 t = {t1, . . . , tn}が次の条件を満たすとき，この
組 (C，t)からなる n糸タングルをCタングルという (n ≥ 1)：
　 (1) t ∩ ∂C =

∪n
i=1 ∂ti = {(cos kπ

n , sin kπ
n , 0) | k = 0, . . . , 2n − 1},

　 (2) ti ∩ tj = ∅ (i ̸= j).
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n 本の弧からなるタングルに対して写像 f−, f∗, ρ : R3 → R3 を f−(x, y, z) = (x,−y,−z)，
f∗(x, y, z) = (x, y,−z)，ρ(r cos θ, r sin θ, z) = (r cos(θ + π

n ), r sin(θ + π
n ), z)と定義する．ρはタ

ングルの弧の本数に依存するが，どの Cタングルに対しても ρ2n(T) = Tが成り立つ．ある Cタ
ングル Tから f−，f∗によって得られる Cタングル f−(T)，f∗(T)をそれぞれ T−, T∗と表す.以
降，タングルを図式で表すときは，点線は ∂C に，点線の内部は tに対応しているものとする．

T T
- T* T(  )ρ

2 つの n 糸 C タングルから絡み目を構成する．n 糸 C タングル T，U に対し，下図のよう
に T を上に，U を下にして貼り合わせ，(cos kπ

n , sin kπ
n , 1) ∈ ∂T と (cos kπ

n , sin kπ
n ,−1) ∈ ∂U

(k = 0, . . . , 2n − 1)をまっすぐ結ぶことで得られる絡み目を L(T,U)と表記する．
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また，絡み目 L(T,ρm(U))から得られる下図のような絡み目図式をD(T,ρ−m(U−))と表記する．
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U
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-

3 主結果

この章では Cタングルを用いて，もろて型絡み目を構成する．次の 3つが主結果である．
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定理 1. 任意の Cタングル Tに対して，絡み目 L(T,ρm(T∗
−))はもろて型絡み目である．

L(T,ρ(T*))-

T

m

T-
*

証明. 絡み目 L(T,ρm(T∗
−))から図式D(T,ρ−m(T∗))が得られ，下図のような変形によりその鏡像

を得る．一つ目の変形で右側のタングルを立たせ，二つ目の変形では左右のタングルを入れ換え

ている (絡み目の構成の仕方より，D(T,U)=D(U,T)が成り立つ)．

T *

＝
T

＝

T

T
T

T *

*

　

¤

定理 2. CタングルTが ρ2m(T)=Tを満たすとき，絡み目 L(T,ρm(T∗))はもろて型絡み目である．

L(T,ρ(T*))
m

T

T
*

証明. 絡み目 L(T,ρm(T∗))から図式D(T,ρ−m(T∗
−))が得られ，次図のような変形によりその鏡像

を得る．一つ目の変形で右側のタングルを立たせ，二つ目の変形では図式全体を回転させること

で左右のタングルを入れ換えている (D(T,U)=D(U−, T−))．最後に条件 ρ2m(T)=Tを用いる．
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¤

条件 ρ2m(T)=Tはm = 0, nのとき常に成り立つので次のことがいえる．

系. L(T,T∗)と L(T,ρn(T∗))はもろて型絡み目である．

定理 3. Cタングル T，Uが ρs(T)=T∗，ρs(U)=U∗ を満たすとき，絡み目 L(T,ρm(U−))はもろ
て型絡み目である．

証明. 絡み目 L(T,ρm(U−))から図式D(T,ρ−m(U))が得られ，下図のような変形によりその鏡像を
得る．一つ目の変形で左右のタングルを ρs回転させ，二つ目の変形で条件 ρs(T)=T∗，ρs(U)=U∗

を用いる．
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¤

例. 次の 2つの Cタングル T，T∗の和によって，自明な結び目，817および 83
6を得る．これらは

もろて型絡み目として知られている．
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D(T,T*) ＝D(T,ρ(T*)) D(T,ρ(T*)) ＝2

817

4 12交点以下のもろて型結び目，11交点以下のもろて型絡み目

素なもろて型絡み目のうち，12交点以下の結び目，11交点以下の絡み目は定理 1-3のいずれか
の形で表すことができる．ここではそのうちのいくつかを挙げる．絡み目の表記は Rolfsenの結
び目の表 [R] や webサイト [BM, CL] のものを若干変更して載せている．

22
1 41 63

83 812 817

83
6 84

3 92
61

1043 102
a81 102

a86
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102
a121 102

n59 103
a156

103
a158 104

n107 112
n247

12a125 12a960 12n706

そこでこれらの結果から，次の問題が思い浮かぶ．

問題. すべてのもろて型絡み目は Cタングルの和で表示できるのか．

5 21交点成分維持もろて型絡み目の構成

この章では 21交点の素な成分維持もろて型絡み目を構成する．S3内の r成分絡み目 L = K1 ∪
· · · ∪Kr(r ≥ 2)に対して，S3の向きを逆転する自己同相写像 φで，φ(Ki) = Ki (i = 1, . . . , r)を
みたすとき，Lは成分維持もろて型絡み目という．11交点以下では奇数交点の成分維持もろて型
絡み目は存在しない [K]．次の定理は 21交点の素な成分維持もろて型絡み目に関する結果である．

定理 4. 次の絡み目 L = K1 ∪ K2 は交点数 21の素な成分維持もろて型絡み目である．

K

K

1

2

証明. K1 は 15交点の結び目である．
(i)成分維持もろて型であること
Lは次図のように表すことができるのでもろて型絡み目である．また，成分維持性については明

らかである．
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(ii)交点数について
Lの交点は (K1 の自己交差)∪(K2 の自己交差)∪(K1 と K2 の交差)であり，K1，K2 の自己交差

はそれぞれの最小交点数で下から評価でき，(K1 とK2 の交差)は 2|lk(K1, K2)|で下から評価で
きる．いま，|lk(K1,K2)| = 3なので Lの交点数は 21以上である．そして 21交点の図式が存在
するので最小交点数は 21である．
(iii)素であること
背理法を用いて示す．Lが素な絡み目でないと仮定すると，Lは L1と L2の連結和 L1♯L2で表せ

る．K1, K2は素な結び目なのでL1 = K1とおける．また，LとL1のコンウェイ多項式はそれぞれ

∇(L1♯L2; z) = ±(2z11 +17z9 +51z7 +61z5 +23z3 +3z)，∇(L1; z) = z8 +7z6 +16z4 +7z2 +1で
ある．コンウェイ多項式の連結和の公式より，L = L1♯L2のとき∇(L1♯L2; z) = ∇(L1; z) ·∇(L2; z)
が成り立つが，これを満たす L2 は存在しないので矛盾する．よって Lは素な絡み目である．
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