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概要

本研究は Riemann多様体論からのカンドルへのアプローチを研究することを目的としている. Riemann

多様体論における 2点等質という概念のアナロジーとして, 2点等質カンドルと呼ばれるカンドルが定義さ
れる. またその特別なケースである巡回型と呼ばれるカンドルが存在する. ここでは, まず 2点等質カンド
ルと巡回型カンドルとの関係をいくつか述べ, 巡回型カンドルの分類定理と位数 12までの分類結果を紹介
する. 尚, 本研究は広島大学の田丸博士先生との共同研究である.

1 背景と定義

Riemann 多様体とは可微分多様体 M に Riemann 計量と呼ばれるある計量 g をいれ
た多様体 (M, g)のことである (ここでは Riemann多様体は連結であることを仮定する).

この計量によって距離関数 dが与えられ, Riemann対称空間という多様体が定義される.

また別に 2点等質 Riemann多様体と呼ばれるものを定義する. 以下 (M, g)を Riemann

多様体, Isom(M, g)を等長変換の成す群とする.

定義 1.1. 任意の x ∈ M に対し次を満たす等長変換 sx : M → M が存在するとき,

(M, g)は Riemann対称空間であるという.

(i) xは sx の孤立固定点である.

(ii) s2x = idM

定義 1.2. Riemann多様体 (M, g)に対し, 次が成り立つ時それは 2点等質であるという.

　 ∀(x1, x2), (y1, y2) ∈ M × M (d(x1, x2) = d(y1, y2)), ∃f ∈ Isom(M, g) s.t. f(xi) =

yi (i = 1, 2)

2 点等質 Riemann 多様体は Riemann 対称空間であることが知られている. Joyce は
[1]において Riemann対称空間がカンドルであることを述べており, 我々は 2点等質に相
当する概念をカンドルにおいて定義する.

定義 1.3. 集合 X と二項演算 ∗ : X → X | (x, y) 7→ x ∗ y の組 (X, ∗) が次を満たす時
(X, ∗)はカンドルであるという.

　 ∀x ∈ X, x ∗ x = x

　 ∀x, y ∈ X, ∃!z ∈ X s.t. z ∗ x = y

　 ∀x, y, z ∈ X, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)

Riemann 対称空間 (M, g) に対し二項演算を ∗ : M × M | (x, y) 7→ x ∗ y := sy(x)

で定義する. この時 (M, ∗) はカンドルとなり満たすべき等式は sx ◦ sy = ssx(y) ◦ sx
である. 以下カンドルを (X, ∗) として, 2 点等質カンドルを定義する. まず各 x ∈ X

に対し, ∗x : X → X | y 7→ y ∗ x とし, Inn(X, ∗) := ⟨∗x(x ∈ X)⟩ とする (積は
(∗x) · (∗y) := ∗x ◦ ∗y とする). また任意の x ∈ X に対して, Inn(X, ∗) の部分群 Gx を
{f ∈ Inn(X, ∗) | f(x) = x}とする.
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定義 1.4. 次が (X, ∗)に対して成立するとき (X, ∗)は 2点等質カンドルであるという.

　 ∀(x1, x2), (y1, y2) ∈ X×X (x1 ̸= x2, y1 ̸= y2),∃f ∈ Inn(X, ∗) s.t. f(xi) = yi (i = 1, 2)

この例として, 位数 3の二面体カンドルが挙げられる (位数が 4以上の二面体カンドル
の場合は 2点等質カンドルにはならない).位数 nの二面体カンドルとは各要素を正 n角
形の各頂点に対応させ, ∗xを xに対し対称に変換させる作用として二項演算 ∗を定めた
ものである (下図は*1の作用).

1

2 5

3 4

1

2 3

n = 3 n = 5

∗1 = (2, 5)(3, 4)

∗1 = (2, 3) ∗2 = (1, 3)(4, 5)

∗2 = (1, 3) ∗3 = (1, 5)(2, 4)

∗3 = (1, 2) ∗4 = (1, 2)(3, 5)

∗5 = (1, 4)(2, 3)

まとめると以下のようになる.

{ Riemann対称空間 } ⊃ { 2点等質 Riemann多様体 }
∩

{ カンドル } ⊃ { 2点等質カンドル }

注意 1.1. 2 点等質 Riemann 多様体において f は等長変換全体からとるため, 2 点等質
Riemann多様体は必ずしも 2点等質カンドルになるとは限らない.

以下カンドルに関するいくつかの定義を述べる. ここで述べる以外のカンドルに関する
基礎的な部分や不変量などについては [3, 4, 5] を参照されたい.

定義 1.5. (X, ∗), (X ′, ∗′)をカンドルとする. 写像 f : X → X ′ が任意の x, y ∈ X に対
し, f(x ∗ y) = f(x) ∗′ f(y)を満たす時, カンドル準同型であるという. また全単射なカン
ドル準同型が存在する時, 二つのカンドルは同型であるという.

定義 1.6. カンドル (X, ∗)に対し, 二項演算 ∗̄ : X ×X → X を x∗̄y = z で定義する. 但
し z は x = z ∗ yを満たす元である. (X, ∗̄)はカンドルとなりこれを双対カンドルという.

定義 1.7. カンドル (X, ∗)に対し, Inn(X, ∗)が X に推移的に作用する時 X は連結であ
るという.

定義 1.8. 位数 n ≥ 3のカンドル (X, ∗)の任意の元 x ∈ X に対し, ∗xの X − {x}への
作用が位数 n− 1の巡回置換として作用するとき, (X, ∗)は巡回型であるという.

四面体カンドルは巡回型である. これは正四面体の各頂点に元を割り当て, 各々の作用
∗xが他の頂点を反時計周りに置換するものとして二項演算を与えたカンドルである (下
図は ∗1の作用).
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4
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∗1 = (2, 3, 4)

∗2 = (1, 4, 3)

∗3 = (1, 2, 4)

∗4 = (1, 3, 2)

2 2点等質カンドルと巡回型カンドル

ここでは 2点等質カンドルと巡回型カンドルとの関係を述べる. 定義から直ちに次のこ
とが導かれる.

命題 2.1. 2点等質カンドルは連結である.

命題 2.2. カンドル (X, ∗)に対し, 2点等質カンドルであることと任意の x ∈ X に対し
て, Gx が X − {x}に推移的に作用することは同値である.

命題 2.2から次の命題が成立する.

命題 2.3. 巡回型カンドルは 2点等質カンドルである.

逆が成立するかどうかはまだ一般には知られていないが, ある仮定を付け加えると成立
する. それを以下で述べる.

命題 2.4. 位数 p + 1 の 2 点等質カンドルは巡回型カンドルである. ここで p は素数と
する.

証明 x ∈ X ⊂ Inn(X, ∗)に対し, ⟨∗x⟩による X − {x}の軌道分解を施すと,

X − {x} =
m⨿
i=1

⟨∗x⟩ · yi

となる. よってm = 1を示せばよい.

まず f ∈ Gx に対して, f ◦ (∗x) = (∗x) ◦ f が成立する. よって各軌道 ⟨∗x⟩ · yi と f ∈ Gx

について f(⟨∗x⟩ · yi) = ⟨∗x⟩ · f(yi)となる. また命題 2.2から Gx は X − {x}に推移的
に作用するのため, 各軌道は Gx によって移り合い軌道の位数は全て一致する. よって位
数に関して #(X − {x}) = m#(⟨∗x⟩ · y1) = p が成立する. 一般の連結なカンドルに対
し各 ∗x は恒等写像とならないことが知られているため, 命題 2.1 より ∗x ̸= id となり,

#(⟨∗x⟩ · y1) ̸= 1が成り立つ. 今 pは素数なのでこれらのことからm = 1となる.

これらの命題から次の問題が考えられる.

問題: 全ての２点等質カンドルは巡回型か?

この問題は [2]において位数が素数の場合に解決されている. その場合 2点等質カンドル
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は必ず存在し, 全て巡回型となる (ある種の線型アレクサンダーカンドルで具体的に与え
られる).

3 巡回型カンドルの分類

この章では, 巡回型カンドルの分類定理と位数が 12までの分類結果を紹介する.

An を位数 n の巡回型カンドルの同型類の集合とする. Sn を n 次対称群, また s1 を
(2, . . . , n) ∈ Sn なる n− 1次巡回置換とする. 次の条件を満たす n− 1次巡回置換 sの集
合を Dn と置く.

1. s(2) = 2

2. {sms1s−m | m = 1, 2, ..., n− 2} = {sm1 ss−m
1 | m = 1, 2, ..., n− 2}

3. sは n− 1次巡回置換である.

定理 3.1. (Tamaru)

　 An と Dn は一対一に対応する.

また Dn から対応する巡回型カンドルを簡単に構成することができる.

　以下に巡回型カンドルの Dn による分類表を与える.

n Dn

3 {(1, 3)}
4 {(1, 4, 3)}
5 {(1, 3, 5, 4), (1, 4, 3, 5)}
6 ∅
7 {(1, 7, 4, 6, 5, 3), (1, 7, 5, 4, 6, 3)}
8 {(1, 5, 8, 3, 7, 6, 4), (1, 7, 5, 4, 8, 3, 6)}
9 {(1, 4, 3, 8, 6, 9, 5, 7), (1, 5, 7, 3, 6, 4, 9, 8)}
10 ∅
11 {(1, 3, 6, 8, 4, 11, 5, 10, 9, 7), (1, 4, 3, 7, 10, 5, 11, 9, 6, 8),

(1, 6, 8, 5, 3, 9, 4, 7, 11, 10), (1, 7, 5, 4, 9, 3, 10, 6, 8, 11)}
12 ∅

巡回型の定義からすぐに分かるように, それらの双対もまた巡回型になる. この表にお
いては n = 3, 4 の場合を除いて, 自己双対となる巡回型カンドルは存在しないことが分
かっている.
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