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Abstract. 双曲的結び目に沿った例外的デーン手術について，その全ての手術スロープと距離が 2 以
下となるスロープの存在が，Gabai-Mosher によって, また後に Calegari によって, 示されている．本
稿では，一般的と思われる状況において，そのようなスロープとして，双曲的結び目補空間内のホロトー
ラス上の最短測地線が代表するスロープがとれることを報告する．

本稿は，主には次の論文の内容紹介を目的としています．

On the maximal number and the diameter of exceptional surgery slope sets

プレプリント [11]（arXiv:1110.0572），日本大学文理学部自然科学研究所研究紀要に掲載予定

より具体的には，2007年に開催された 2つの研究集会
・「Intelligence of Low Dimensional Topology 兼拡大ＫＯＯＫセミナー」
・「Knotting Mathematics and Art: Conference in Low Dimensional Topology and Mathematical Art」

での発表内容および報告集原稿 [8]について，一部に間違いが見つかったので，その訂正を行うこと
が目的です．

まず具体的な内容の前に，研究背景と動機（大学院生向け），これまでに知られている結果，およ
び，これまでの経緯を説明します．
まず 3次元多様体（3-dimensional manifold (3-manifold と略記)）とは，大雑把に言って，局所

的に３次元ユークリッド空間 R3 と同一視できる空間のことでした．これは，２次元多様体である曲
面の直接の拡張として，また，私たちが住むこの宇宙のモデルとして，非常に興味深い研究対象であ
り，実際，19世紀末のポアンカレによる位相幾何学の創始より研究が進められてきたものです．
その研究の中でも，1904年に提起されたポアンカレ予想 [23] は，以後の 3次元多様体研究の牽引

役として，主導的な役割を果たしてきました．1970年代後半には，W.Thurston により，いわゆる
幾何化予想（Geometrization Conjecture））[27, Conjecture 1.1]（詳しくは例えば [25]を参照）とし
て拡張され，ついに，Perelman により，2002～2003年に証明が与えられました [20, 21, 22]．
その一つの帰結として，例えば，次のような３次元多様体の分類定理が得られました．

分類定理：任意の向き付け可能な閉 3次元多様体は，次のいずれかになる．
・可約 (本質的球面を含む)

・トロイダル (本質的トーラスを含む)

・ザイフェルト (S1 による葉層構造を許容)

・双曲的 (定曲率 −1のリーマン計量を許容)
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このような分類定理が得られた後の 3次元多様体研究に関して，私見ですが，次のような方向性
が考えられると思います．

• 未解決問題 に挑戦. (e.g., 仮想ハーケン予想 [12, Problem 3.2], etc . . . )

• 幾何的 & 位相的 不変量の関連づけ. (e.g., 体積予想, etc . . . )

• 3次元多様体間の 関係 の研究. (e.g., デーン手術, etc . . . )

本稿で取り扱うのは，この最後の方向性における，デーン手術（Dehn surgery）と呼ばれる，3次
元多様体どうしを関係づける次のような操作です．
向きづけられた閉 3次元多様体M 内の結び目K に対して，

1) M からK の閉管状近傍N(K)の内部を引き抜く
2) ソリッド・トーラスを（スロープ γ に沿って）埋め戻す
（ただし”スロープ γ に沿って”という部分は，後で説明します．）
このデーン手術は，1910年に Dehnにより導入 [7]され，3次元多様体間の関係を記述する上で，

これまで非常に重要な役割を果たして来ました．特に，Wallace (1960 [29])と Lickorish (1962 [15])

によって独立に証明された，次の定理は基本的です．

定理. 任意の 2つの向き付け可能閉 3次元多様体どうしは，有限回のデーン手術で移り合う．

これにより，3次元多様体の集合に「構造」を入れられることになり，さまざまな研究が行われて
きました．しかし，実際のところ，現時点でも，その大域的な研究は，まだ未発展な部分が多く残っ
ています．一方で，その局所的な研究は，次に述べる例外的デーン手術の研究として，非常に盛ん
に研究され，多くの結果が得られてきています．

ここで例外的デーン手術の説明の前に，デーン手術のパラメータ付け（手術スロープ）について
触れておきます（詳しくは例えば [24]を参照）．
結び目K に沿ったデーン手術で得られる多様体の同相類は，γ = [ f( V のメリディアン ) ]で定

まる ∂N(K)上のスロープ（閉曲線のイソトピー類）で決まります．ここで，V はデーン手術で貼り
合わされるソリッドトーラス，f は ∂V から ∂N(K)への貼り合わせ同相写像．このスロープ γ を，
その手術の手術スロープと呼びます．さらに，K が 3次元球面 S3内の結び目の場合，標準的なメリ
ディアンーロンジチュード系を用いて，そのようなスロープの集合は有理数の集合 Qおよび {1/0}
と同一視されます．
またスロープ γ, γ′ の距離 ∆(γ1, γ2)を，それらの代表元どうしの最小交差数と定義します．さらに，

上記のようにスロープを有理数と同一視したとき，スロープ a
b と

c
d との距離は∆

(
a
b , c

d

)
= |ad− bc|

と計算されます．

さて例外的デーン手術の説明をします．前述の 3次元多様体の分類定理と同様に，結び目の外部
空間（結び目の開管状近傍の補空間）も，「可約・トロイダル・ザイフェルト・双曲的」の 4種類に分
類されます．3次元球面内の結び目については，外部空間は常に既約であることがわかり，さらに，
次の対応関係が知られています．
トロイダル⇔サテライト結び目 ザイフェルト⇔トーラス結び目 双曲的⇔それ以外（双曲的結び目）

このような分類とデーン手術に関して，経験的に
「結び目外部空間の構造がデーン手術後にも生き残る」

ことが知られています．実際，W.Thurston により，次の定理が示されました．

定理 (双曲デーン手術定理 [Thurston, [26, Theorem 5.8.2]] ). 双曲的結び目に沿ったデーン手術は
有限個の例外 を除いて双曲的多様体を生成する．
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これにより，非双曲的多様体を生成する双曲的結び目に沿ったデーン手術は，例外的デーン手術と
呼ばれ，その分類や決定に関して，1980年代より非常に多くの研究がなされてきたのです．

さて双曲デーン手術定理より，与えられた双曲的結び目に対して，例外的デーン手術は有限個し
かないわけですが，それが実際にどのくらいあるか，が自然な問題として考えられます．

問題. 双曲的結び目は例外的デーン手術を最大いくつ持つか？

この問題に対して，例外的デーン手術研究を主導的に推進してきた C.McA.Gordonにより，次の
予想が提起されました．

予想 (Gordon [12, Problem 1.77(B)]). どんな双曲的結び目も，たかだか 10個の例外的デーン手術
しか持たないだろう．

この予想に関して様々な研究がなされていましたが，一つの大きな結果として，2000年に Agol

[5]と Lackenby [13]が，それぞれ独立に次を示しました．

定理. どんな双曲的結び目も，たかだか 12個の例外的デーン手術しか持たない．

ただし，2000年時点では幾何化予想が未解決であり，その後の Perelman の結果とあわせて初め
て，上記の定理の証明は完結したことになることに注意してください．

ここから，上記の予想に向けて，筆者のこれまで（2007年の発表までの）研究の経緯を説明します．
以下，K を双曲的結び目とし，E(K)でK に沿った例外的手術スロープの集合とします（これは

Qの有限部分集合だと見なされます）．さらに，E(K)の要素の個数を ]E(K)で表すことにします．
まず，2004年に次の結果を得ました（雑誌掲載は 2008年）．

定理 1 (市原 [9]). 双曲的結び目K に対して，あるスロープ γ0 が存在して，任意の γ ∈ E(K)に対
して∆(γ0, γ)≤ 1となるならば，]E(K) ≤ 10が成り立つ．

この定理の証明の鍵となっているのは，Agol [5] と Lackenby [13] による「6-定理」と呼ばれる例
外的デーン手術スロープの「長さ」の評価式と，Adams [2, 3] による最短スロープの長さの評価式
（Adamsによるサーベイ [4]も参照）でした．

さらに，定理 1 の応用として，Lackenby [13] の議論を基に，2006年に次の結果を得ました（や
はり雑誌掲載は 2008年）．

定理 2 (市原 [10]). 双曲交代結び目K について，]E(K) ≤ 10がいつでも成り立つ．

次に定理 1 の拡張に向けて考えを進めました．実際，∆(γ0, γ)≤ 1となるようなスロープ γ0がと
れないような例があることは知られていました．例えば，有名な (−2, 3, 7)-プレッツェル結び目は，
次のような 7 個の例外的手術を持ちます（例えば [12, Problem 1.77(A) 6] を参照）．

E(K) =
{

1
0
,
16
1

,
17
1

,
18
1

,
37
2

,
19
1

,
20
1

}
この集合に対して上記のようなスロープ γ0 がとれないことは，直接計算により確認できます．

しかし，実は次が知られていました．

定理 ([Gabai-Mosher], [Calegari]). 任意の双曲的結び目K について，あるスロープ γ0 が存在して，
任意の γ ∈ E(K)に対して，∆(γ0, γ)≤ 2が成り立つ．

- 126-



この定理は，正確にはWu による結果 [30, Theorem 2.5] と，Gabai-Mosher による未発表の結果
に，Perelman による幾何化予想の解決をあわせることにより得られます．（Gabai-Mosher による結
果の証明の一部は，Mosherのモノグラフ [18]（ホームページのみで公開））．なお，Gabai-Mosher

の定理の別証明は，Calegari によって独立に得られています [6, Theorem 6.48]．
ここで，上記の Gabai-Mosher，Calegariの結果は，葉層構造の理論を用いる非常に深い結果です．

特に上記定理に述べられているスロープは，結び目外部空間内の本質的箔層（essential lamination）
から構成されるもの（非退化スロープ（degeneracy slope）と呼ばれる）であり，実際に計算するこ
とは非常に難しいことに注意してください．

一方で，Gordonにより次のことも予想されていました．

予想 (Gordon, [12, Problem 1.77(B)]). 任意の双曲結び目K について，
∆E(K) = max{∆(γ, γ′) | γ, γ′ ∈ E(K)} （E(K) の直径（diameter）と呼ばれる）としたとき，
∆E(K) ≤ 8がいつでも成り立つ．

ここで，上記定理を用いることにより，2007年に次が成り立つことに気がつきました．

定理 3 (市原). ∆E(K) ≤ 8 ならば ]E(K) ≤ 10が成り立つ．

この証明は初等的なものです．興味があれば [11]をご覧ください．
また，この定理は実際，非自明なものです．例えば，{

1
0

,
0
1

,
1
1

,
2
1

,
3
1

,
3
2

,
4
3

,
5
3

,
5
4

,
7
4

,
7
5

,
8
5

}
というスロープの集合を考えると，∆ ≤ 8 であるが ]E(K) = 12 が成り立っています．つまり，例
外的デーン手術スロープという仮定は外せないことがわかります（このことは例えば [14, Section 2]

にも注意されています）．
あとは∆E(K) の評価ができれば良いことになるわけです．

さらに（2007年頃に）続いて考えたことを説明します．定理 1 の証明で鍵となったのは，結び目
補空間の双曲構造の解析でした．そこで，Gabai-Mosher，Calegari の定理を，双曲構造を用いて証
明できないか？ と考えました．
この考えのもとに得られた（と思った（後述））のが，次の結果です．

”定理” 4 (市原（2007年）). 任意の双曲結び目K において，その補空間内のホロトーラス上の最
短スロープに対応するスロープ γ0 は，任意の γ ∈ E(K)に対して，∆(γ0, γ)≤ 2を満たす．

以下，上記定理に使われている用語の説明をします（双曲幾何についての基本的な用語などは，例
えば [28]を参照してください）．

K を 3次元多様体M 内の双曲的結び目とします．このときK の補空間 CK の普遍被覆空間は，
双曲 3次元空間 H3 と同一視されます．被覆射影によって，共通部分のないホロ球たちを囲むH3 内
のホロ球面の同変族は，CK に埋め込まれたトーラス T を与えます．このトーラスをホロトーラスと
言います．このホロトーラス上には，CK 上の双曲計量の制限として，ユークリッド計量が入ること
が知られています（例えば [26]を参照）．従ってこの計量を用いて，T 上の曲線の長さを定義するこ
とが出来るわけです．また，被覆射影によるホロ球の像は位相的に T × [0,∞)であることから，こ
の T はK の周辺トーラス ∂N(K)と同一視できます．以上より，K の周辺トーラス上のスロープ γ

に関して，T に関する γ の長さを，rに対応する T 上のスロープを代表する T 上の閉曲線の最短長
と定義します．
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ところが，その後，2008年の夏に次の定理が発表されました．

定理 ( Lackenby-Meyerhoff [14, Theorems 1.1 and 1.2] ). 一般に Gordon 予想は正しい．つまり，
任意の双曲的結び目K について，∆E(K) ≤ 8 と ]E(K) ≤ 10が成り立つ．

これで例外的デーン手術スロープ集合の最大個数と最大直径に関しては，完全に解決したことに
なります．ただし，いくつか個人的には気になることがありました．
まずひとつは，この結果の証明は部分的にコンピュータ援用のものであるということです．もち

ろんコンピュータを用いていても，数学的に厳密であれば問題ない訳ですが，少なくとも僕には，い
くつかの箇所で証明を完全に追うことができませんでした．
それから，∆E(K) ≤ 8と ]E(K) ≤ 10を，それぞれ独立に証明していることも気になりました．

定理 3 により，直径の評価は最大個数の評価を導くので，もうすこしショートカットするような証
明があっても良いように思われたのです．
これらのことから，正直，今でも上記の結果の別証明が得られないか，と模索しています．．．

さてここから，今回の発表の主題に入ります（長すぎる前置きとなってしまったかもしれませんが）．
これまで述べてきたような内容について，2007年に前述の二つの研究集会で発表させていただき

ました．しかしその後，2008年に Lackenby-Meyerhoff の論文が発表され，定理 3 と ”定理”4 につ
いては，論文としてまとめないまま，時が過ぎてしまいました．
それらについて，今年度になり機会があったので，大学の紀要への投稿を目指し，夏休みに論文

としてまとめなおしました．その後，10月にプレプリントとして arXiv に投稿したところ，D.Futer

により，”定理”4 の証明にギャップがあるとの指摘を受けたのです．
確認したところ，たしかに証明中に問題があり，そのままの形では成り立たないことがわかりま

した．その後，修正を試みたのですが，残念ながら成功せず，しかたなく技術的な仮定を付けた弱い
形にせざるを得ませんでした．それが次の定理です．

定理 5 (市原，2011). もし双曲的結び目補空間が 面積が 8/
√

3より大きいホロトーラスを含む とき，
その補空間内のホロトーラス上の最短スロープに対応するスロープ γ0 は，任意の γ ∈ E(K)に対し
て，∆(γ0, γ)≤ 2を満たす．

不幸中の幸いとして，上記の「面積が 8/
√

3より大きいホロトーラスを含む」という技術的な仮
定は，ある意味で一般的に成り立つと期待されるものと思われます．
というのは，R.Meyerhoff が，Gabai-Meyerhoff-N.Thurston の現在進行形の共同研究として，極

大ホロトーラスの面積 < 5.2 となる双曲多様体の決定に向けた研究について，2011年 6月に研究発
表に行っていました [17]．そのスライドの中では，そのような多様体たちは，ある特殊な 2つの 2成
分の絡み目補空間から，1つの成分でのデーン手術によって得られるだろう，と予想されているので
す．もしこの予想が正しければ，8/

√
3 < 4.62であることから，定理 5 の仮定を満たさない多様体

は，特殊な 2系列のみであることになるわけです．

最後に定理 5 の証明の概略を与え，そのなかで”定理”4でのギャップに関しても説明しようと思
います．

まず K を 3次元多様体M 内の双曲的結び目とし，その補空間内のホロトーラスを T とします．
また T 上の最短スロープを γ とし，その長さを hとします．
次に，γ を代表する T 上の最短測地線上に端点をもち，γ にホモトピックでない線分の T 上での

最短長を wとします．
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このとき，T 上のスロープ γ′ の長さは，w∆(γ, γ′)以上であることがわかります（例えば [9]を
参照）．
一方で，Perelman [20, 21, 22]の幾何化予想の解決の基に，Agol [5] と Lackenby [13] の ”6-定理”

を用いると，例外的デーン手術スロープの長さは 6 以下であることがわかります．
従って，定理 5 を証明するためには， w > 2 を示せば良いことになります．

以前，”定理”4の証明でギャップがあったのは，この証明の部分でした．具体的には，
Adams [2, 3] による hの評価を基に，hと wに関する [1] の結果を使えば良い，と
考えていたのですが，実際には [1] の議論を読み間違えており，適用できなかったの
でした．

ここで「T の面積が 8/
√

3より大きい」と仮定します．
T の面積は hwで与えられることから，このときもし h ≤ 4/

√
3であれば，w > 2が直ちに従い

ます．
一方，h < 4/

√
3の場合，実は [16, Proof of Theorem, page 1049-1050] において，w ≥ h

√
3/2

が成り立つことが示されていたのでした．従って h < 4/
√

3のとき，w ≥ h
√

3/2 > 2となり，証明
が完了します．
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