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概 要
Baaderや堀内によって示されている、Gordian distance, Gordian distance with

∆ movesについての事実の pass moveの場合、すなわち以下の命題を示す；
K, K ′ を Gordian distance by pass movesが 2であるような結び目とするとき、

K ともK ′ともGordian distance by pass movesが１であるような結び目が無限個
存在する.

この講演では knotと書くとき、それはS3内の向き付けられた tame knotであるとする.

1 定義
始めにこの講演で用いる用語のうち主なものを 2つ定義する.

定義 1 (local move) 図 1の local moveをそれぞれ (1) crossing change, (2) ∆ move, (3)

pass move, (4) ] moveという.
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図 1: local moves

定義 2 (Gordian distance) 2つの knot K1, K2 が有限回の crossing change (resp. ∆

move, pass move, ] move)で移り合うとき、その回数の最少数を K1 と K2 の Gordian

distance (resp. Gordian distance by ∆ moves, Gordian distance by pass moves, Gordian

distance by ] moves )といい、dG(K1, K2) (resp. d∆(K1, K2), dp(K1, K2), d](K1, K2))で
表す.
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2 先行結果
この講演の主題は pass moveに関するものであるので、それについて知られている結果
を紹介する. 次の命題は基本的かつ重要なものである.

定理 1 ([3],[4],[5]) 2つの knot K, K ′が有限回の pass moveで移り合う必要十分条件は、
K, K ′のアルフ不変量が一致することである.

また、次の命題はGordian distance by pass movesを評価する数少ない式の内の 1つで
ある.

定理 2 ([6]) 2つの knot K1, K2に対して次が成り立つ.

dp(K1, K2) ≥
|σ(K1)− σ(K2)|

2
.

但し、σ(K)はKの signatureである.

ここで今回の主定理に直接関係する命題を紹介する. Baaderさんは次を示した.

定理 3 ([1]) 2つの knot K1, K2が dG(K1, K2) = 2を満たすとき、互いに異なる無限個
の knot J1, J2, J3, · · ·が存在して dG(K1, Ji) = dG(K2, Ji) = 1 (i = 1, 2, 3, · · ·)を満たす.

定理 3はGordian distanceが 2である任意の 2つの knot K1, K2に対して、その”間”に
無限個の互いに異なるknotが存在することを示している.すなわち、K1からK2に crossing

changeによって移る経路は無限通りある.

また、堀内さんは定理 3の∆ move版である次の命題を示した.

定理 4 ([2]) 2つの knot K1, K2が d∆(K1, K2) = 2を満たすとき、互いに異なる無限個
の knot J1, J2, J3, · · ·が存在して d∆(K1, Ji) = d∆(K2, Ji) = 1 (i = 1, 2, 3, · · ·)を満たす.

3 結果
主定理 1, 2はそれぞれ、定理 3の pass move版と ] move版である. 主定理 3はK1と

K2のGordian distance by pass movesが 1であるところのみ主定理 1と異なる.

主定理 1 2つの knot K1, K2 が dp(K1, K2) = 2を満たすとき、互いに異なる無限個の
knot J1, J2, J3, · · ·が存在して dp(K1, Ji) = dp(K2, Ji) = 1 (i = 1, 2, 3, · · ·)を満たす.

主定理 2 2つのknot K1, K2がd](K1, K2) = 2を満たすとき、互いに異なる無限個のknot

J1, J2, J3, · · ·が存在して d](K1, Ji) = d](K2, Ji) = 1 (i = 1, 2, 3, · · ·)を満たす.

主定理 3 2つの knot K1, K2 が dp(K1, K2) = 1を満たすとき、互いに異なる無限個の
knot J1, J2, J3, · · ·が存在して dp(K1, Ji) = dp(K2, Ji) = 1 (i = 1, 2, 3, · · ·)を満たす.
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4 証明
ここでは主定理 1のみ証明する.主定理 2の証明はより簡単であり、また主定理 3は主
定理 1の証明とほとんど同様に示すことができる. まず次の補題を用意する.証明は省く.

補題 1 2つの knot K1, K2に対して、K2がK1から 1回の pass moveで得られるための
必要十分条件は、K2がK1 qLから 4本の bandに沿った fusionによって得られることで
ある. 但しqは分離和を表し、また Lは図 2の linkとする.

図 2: link L

(主定理1の証明) dp(K1, K2) = 2より、あるknot Kが存在して dp(K1, K) = dp(K2, K) =

1を満たす. 補題 1より、K1はK q L1から 4本の band b1, b2, b3, b4に沿った fusionに
よって得られる. また、K2はK qL2から 4本の band b′1, b

′
2, b

′
3, b

′
4に沿った fusionによっ

て得られる. ここでL1, L2は link Lとする.次に、K qL1 qL2から 8本の band b1, b2, b3,

b4, b
′
1, b

′
2, b

′
3, b

′
4 に沿った fusionによって得られる knotをK ′とする.但し、次の補題 2の

ようにK ′を構成する.補題 2の証明は省く.

補題 2 L1, L2の bandの足元のK 上での順番が図 3のようになるようにK ′を構成でき
る.すなわち、

• L1, L2の交点の上下はこの通り.

• L1, L2の下から出る bandの足元がこの順で隣り合う.

• L1, L2の右から出る bandの足元がこの順で隣り合う.

このように構成したK ′を使って、新しい knotを構成する. 図 4の knotをK(stu)(s′t′u′)

(s, t, u, s′, t′, u′ ∈ Z∪{∞})とする. 点線で囲まれた部分の外はK ′と同じであり、また変数
s, t, u, s′, t′, u′は full twistの数を表している. 今から特に s = −n, t = u = n, s′ = −m, t′ =

u′ = m (n,m ∈ N∪{0}∪{∞})のとき、つまりK(−nnn)(−mmm) (n,m ∈ N∪{0}∪{∞})
について考える. このK(−nnn)(−mmm)は以下を満たす.

dp(K1, K(−nnn)(−mmm)) = dp(K2, K(−nnn)(−mmm)) = 1 .
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図 4: K(xyz)(x′y′z′)
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[1], [2]と同じ方法で {K(−nnn)(−mmm) | n,m ∈ N ∪ {0} ∪ {∞}}は無限個の互いに
異なる knotを含むことを示す. まず、コンウェイ多項式を計算すると次のようになる.

∇K(−nnn)(−mmm)(z) = n2m2z4∇K(∞0∞)(∞0∞)(z)

+ n2mz3∇K(∞0∞)(∞00)(z)− n2mz3∇K(∞0∞)(00∞)(z)

− n2mz3∇K(∞0∞)(0∞0)(z) + nm2z3∇K(∞00)(∞0∞)(z)

− nm2z3∇K(00∞)(∞0∞)(z)− nm2z3∇K(0∞0)(∞0∞)(z)

− n2z2∇K(∞0∞)(000)(z)−m2z2∇K(000)(∞0∞)(z)

+ nmz2∇K(∞00)(∞00)(z)− nmz2∇K(∞00)(00∞)(z)

− nmz2∇K(∞00)(0∞0)(z)− nmz2∇K(00∞)(∞00)(z)

+ nmz2∇K(00∞)(00∞)(z) + nmz2∇K(00∞)(0∞0)(z)

− nmz2∇K(0∞0)(∞00)(z) + nmz2∇K(0∞0)(00∞)(z)

+ nmz2∇K(0∞0)(0∞0)(z)− nz∇K(∞00)(000)(z)

+ nz∇K(00∞)(000)(z) + nz∇K(0∞0)(000)(z)

− mz∇K(000)(∞00)(z) +mz∇K(000)(00∞)(z)

+ mz∇K(000)(0∞0)(z) +∇K(000)(000)(z)

この式を変数 n, mに関する多項式と見たとき、次数が最大になる項は一番目の項、す
なわち n2m2の項である. よって、多項式全体を n2m2で割って n, mを+∞に飛ばすと次
のようになる.

lim
n,m→+∞

∇K(−nnn)(−mmm)(z)

n2m2
= z4∇K(∞0∞)(∞0∞)(z) . (∗)

K(∞0∞)(∞0∞)とは図 5の linkである.
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図 5: K(∞0∞)(∞0∞)
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∇K(∞0∞)(∞0∞)(z)をさらに計算すると次のようになる.

∇K(∞0∞)(∞0∞)(z) = z4∇K(z) .

Kは knotなので、∇K(z) 6= 0 . よって (∗)の右辺は 0でないので、{K(−nnn)(−mmm)

| n,m ∈ N ∪ {0} ∪ {∞}}は無限個の互いに異なる knotを含む.
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