
チェッカーボード彩色可能な仮想結び
目のnormalized arrow polynomialにつ

いて
今別府 孝規 (広島大学)

ある仮想結び目がチェッカーボード彩色可能であることを示すには、チェッカー
ボード彩色可能な仮想結び目のダイアグラムを１つ提示すればよい。一方チェッ
カーボード彩色可能でないことを示すには、仮想結び目の不変量を用いた判定方
法が有効である。ここでは仮想結び目の不変量でジョーンズ多項式の拡張に当た
るnormalized arrow polynomialを用いた判定法について述べる。なお、講演で報
告した内容には誤りがあったのでここではそれを修正したものを報告する。

1. 仮想結び目とそのチェッカーボード彩色の定義
1.1. 仮想結び目の定義

定義1.1.1 仮想結び目のダイアグラムとは、向き付けられた１次元閉多様体のR2

へのはめ込みで、多重点は横断的二重点のみであり図１のいずれかの情報を持つ。
（ここでは成分数が2以上の場合でも、仮想結び目と呼ぶ。）

正の交点 負の交点 仮想交点
図１

定義1.1.2仮想結び目とは、R2上の同位変形と図２の変形generalized Reidmeister

movesにおける同値類のことである。

図２
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定義1.1.3向き付けられたコンパクトな曲面Σと、Σ上のダイアグラムDで、|D|
がΣの変形レトラクトとなるとき、対 (Σ, D)をabstract link diagramと言う。た
だし |D|はDの実交点の上下関係をなくしたものとする。

定義 1.1.4 ([1]) φは仮想結び目Dに対して図３の操作で得られる abstract link

diagramを対応させる写像である。Dに関するabstract link diagramとはφ(D)の
ことである。

図３

1.2. チェッカーボード彩色の定義

定義 1.2.1 abstract link diagramをチェッカーボード彩色するとは、隣り合う領
域が同じ色とならないように、Σ\|D|の連結成分に白または黒を彩色することで
ある。

定義1.2.2仮想結び目のダイアグラムDがチェッカーボード彩色可能であるとは、
Dに関する abstract link diagramがチェッカーボード彩色することができること
である。また、仮想結び目Lがチェッカーボード彩色可能であるとは、Lがチェッ
カーボード彩色可能な仮想結び目のダイアグラムを持つことである。

古典結び目はチェッカーボード彩色可能であるが、仮想結び目は必ずしもチェッ
カーボード彩色可能であるとは限らない。図４はチェッカーボード彩色可能でない
ダイアグラムの例である。左のダイアグラムは自明結び目のダイアグラムと同値
であり、仮想結び目のダイアグラムのチェッカーボード彩色可能性はgeneralized

Reidmeister movesで保存されないことがわかる。

　　
図４
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2. 仮想結び目のチェッカーボード彩色可能性の判定
この章ではLは向きの付いた仮想結び目で、成分数はnとする。

2.1. ジョーンズ多項式を用いた判定方法

定理2.1.1 (L. H. Kauffman [2]) f -多項式及びジョーンズ多項式は仮想結び目
の不変量である。

EXP(f(L))を仮想結び目Lのf -多項式 f(L)の指数の集合とする。例えば、f(L) =

2A6 − 3A4 − A−2のときEXP(f(L)) = {6, 4,−2}となる。

定理2.1.2 (N. Kamada [3]) 仮想結び目Lがチェッカーボード彩色可能ならば

EXP(f (L)) ⊂
{

4Z n is odd

4Z+ 2 n is even

である。

2.2. normalized arrow polynomialの定義

仮想結び目LのダイアグラムDの各交点に図５のAまたはBの変形を与える写
像をステイトという。ただし向きを保存しないように平滑化する際、図のように
各頂点に矢印をつける。

A-splice　　　　B-splice

図５

また、SをDのステイト全体の集合とする。このときSの任意の元 sに対して

σ(s) =（Aの数）−（Bの数）　　　　　　　

#(s) =変形してできたダイアグラムの成分数

とする。

次に各ステイトに次の操作を行う。図６のように同じ向きの矢印が２つ連続し
ているとき、それらを消去する。ただし２つ連続した矢印の向きが異なるときは
消去しない。
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図６

ステイトに対しこの操作ができなくなるまでこの操作を施すと、ステイトの各
ループは偶数個の向きの異なる矢印を持つ。ステイト sの各ループを{l1, ... , lp}
とし、liがもつ矢印の数を2miとする。このときK(s)を次のように定義する。

K(s) = Km1Km2 · · ·Kmp ∈ Z[K1, K2, · · · ].

ただし、mi = 0のときはKmi
を1と定義する。

仮想結び目LのダイアグラムDのarrow polynomialを

A(D) =
∑
s∈S

Aσ(s)(−A2 − A−2)#(s)−1K(s) ∈ Z[A,A−1, K1, K2, · · · ]

と定義する。また

w(D) =（正の交点の数）−（負の交点の数）

としたとき、仮想結び目LのダイアグラムDのnormalized arrow polynomialを

W(D) = (−A−3)w(D)A(D) ∈ Z[A,A−1, K1, K2, · · · ]

と定義する。

定理2.2.1 (L. H. Kauffman [4]) W(D)は generalized Reidmeister movesで不
変である。

Lの normalized arrow polynomial W(L)をW(D)で定義すると、これは仮想
結び目の不変量である。また、宮澤康行先生によって定義された宮澤多項式 [5,6]

は、normalized arrow polynomialと同値な仮想結び目の不変量である。

2.3. normalized arrow polynomialを用いた判定方法

normalized arrow polynomialを使った仮想結び目のチェッカーボード彩色可能性
の判定方法は２つあり、Aの指数に関する判定方法とKの項に関する判定方法が
ある。

まず１つ目の判定方法について説明する。EXP(W(L))を仮想結び目のnormal-

ized arrow polynomial W(L)の Aの指数の集合とする。例えばW(L) = A6 −
A4K1 + A2K2

1 − A−4K2
1K2のときEXP(W(L)) = {6, 4, 2,−4}となる。
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定理2.3.1 仮想結び目Lがチェッカーボード彩色可能ならば

EXP(W(L)) ⊂
{

4Z n is odd

4Z+ 2 n is even

である。

次に２つ目の判定方法について説明する。

定義2.3.2 Km1
n1

Km2
n2
· · ·Kmt

nt
6= 1 ∈ Z[K1, K2, · · · ]がgoodであるとは、

t∑
i=1

(
ni

mi∑
j=1

aij

)
= 0,　aij = ±1.

となる数列aijが存在することである。また1 ∈ Z[K1, K2, · · · ]はgoodである。

つまりKm1
n1

Km2
n2
· · ·Kmt

nt
がgoodであるとは、添字

{n1, · · · , n1︸ ︷︷ ︸
m1個

, n2, · · · , n2︸ ︷︷ ︸
m2個

, · · · , nt, · · · , nt︸ ︷︷ ︸
mt個

}

に適当に符号を付けて和を0にできることである。例えばK2
2K

3
3K

2
4K5K6は、添字

が{2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 6}で、2+2+3−3−3+4−4+5−6 = 0なのでK2
2K

3
3K

2
4K5K6

はgoodである。

定理2.3.3 仮想結び目Lがチェッカーボード彩色可能ならばW(L)にはgoodな項
しか現れない。

２つの判定方法を述べたが次の定理が成り立つ

定理2.3.4 仮想結び目Lのnormalized arrow polynomial W(L)に goodな項しか
現れないならば

EXP(W(L)) ⊂
{

4Z n is odd

4Z+ 2 n is even

である。

定理 2.3.4の主張は定理 2.3.1のAの指数に関する判定方法よりも定理 2.3.3の
Kの項に関する判定方法の方が強いということである。
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例2.3.5次の岸野の結び目のnormalized arrow polynomialは以下のとおりである。

W(L) = A4 + 1 + A−4 − (A4 + 2 + A−4)K2
1 + 2K2.

EXP(W(L)) = {4, 0,−4}であり、定理 2.3.1ではチェッカーボード彩色可能性を
判定できない。一方、K2はgoodな項ではないので定理2.3.3より岸野の結び目は
チェッカーボード彩色可能ではないことが分かる。
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