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概 要
本稿では，Khovanov ホモロジーと呼ばれる絡み目不変量に対して，

そのホモロジーが非自明となる最大のホモロジー次数と絡み目のひねり
の間の関係について得られた結果を報告する．

1 はじめに

Khovanov [3] は絡み目 Lに対し，次数付き加群の構造を持ったホモロジー

型の絡み目不変量であって，その次数付き Euler 標数が絡み目 L の Jones
多項式となっているものを定義した． これを Khovanov ホモロジーと呼び，
KHi,j(L)と書くことにする．ただし，iはそのホモロジー次数であり，jはそ

の次数付き加群の構造を表す．

絡み目 Lに対し，そのKhovanov ホモロジーが非自明となる最大のホモロ
ジー次数 imax(L) := max{i ∈ Z|KHi(L) 6= 0}には次のような性質がある．
命題 1.1. 絡み目 Lに対し，次の不等式が成り立つ．

imax(L) ≤ c+(L) := min{c+(D)|Dは Lの図式 },

ここで，c+(D)は図式Dの positive 交差の数である．

よって，imaxを調べることで絡み目の positivity を評価することができる．
Stošić [4] は (2k, 2kn)-トーラス絡み目 T2k,2kn に対し，その Khovanov ホ

モロジーが非自明となる最大のホモロジー次数について，次の結果を示した．

定理 1.2 ([4]). 正整数 k, n ≥ 1に対し，imax(T2k,2kn) = 2k2nとなる.

この定理の証明に用いた手法を適用することで，(2k + 1, (2k + 1)n)-トー
ラス絡み目 T2k+1,(2k+1)n に対しても次の類似の結果が得られた ([5])．

定理 1.3 ([5]). 正整数 k, n ≥ 1に対し，imax(T2k+1,(2k+1)n) = 2k(k + 1)n
となる.

さらに，同様の手法を精密化することで，より一般に，任意の結び目K の

(p, pn)-ケーブル絡み目K(p, pn)についても類似の結果（定理 1.4）が成り立
つことがわかった ([5])．
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定理 1.4 ([5]). K を結び目，kを正整数，nを c+(K)以上の正整数とする．
K(p, pn)を結び目K の (p, pn)-ケーブル絡み目とする．このとき，次のこと
が成り立つ．

imax(K(2k, 2kn)) = 2k2n,

2k(k + 1)n ≤ imax(K(2k + 1, (2k + 1)n)) ≤ 2k(k + 1)n + c+(K).

定理 1.4において K を自明な結び目とすれば K(p, pn) = Tp,pn となるの

で，直ちに定理 1.2と 1.3が得られる．従って，定理 1.4は定理 1.2と 1.3の
一つの拡張を与えている．この定理から次の系が得られる．

系 1.5. 任意の結び目K について次が成り立つ．

lim
n→∞

imax(K(p, pn))
n

=





2k2 if p = 2k,

2k(k + 1) if p = 2k + 1.

この結果は絡み目にフルツイストを加えたときの漸近挙動を表していると

思えるので，自然に次のことが問題となる．

問 1.6. 任意の絡み目の適当なところにフルツイストを加えたときの漸近挙

動は系 1.5と同様の挙動を示すか？

問 1.6を正確に書くと次のようになる．
Lを向きづけられた絡み目とし，Cp を Lと p個の点で横断的に交わる円

板とする．このとき，円板は Lとの交点がすべて同じ方向から交わっている

ようにとる．このとき，正整数 nに対し，絡み目 Lを円板 Cp のところで n

回フルツイストして得られる絡み目を tn(L;Cp)とする（図 1参照）．

図 1: 絡み目 Lを円板 Cp のところで n回フルツイストして得られる絡み目

を tn(L;Cp)と表す．

このとき，問 1.6は次のように書ける．
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問 1.7. 任意の絡み目 Lと上のような任意の円板 Cp に対し，次のことが成

り立つか？

lim
n→∞

imax(tn(L;Cp))
n

= lim
n→∞

imax(K(p, pn))
n

.

本稿では問 1.7の p = 2の場合について得られた次の結果を報告する．

定理 1.8. Lを絡み目とし，C を図 2のような円板とする．このとき次が成
り立つ．

lim
n→∞

max{i ∈ Z|KHi(tn/2(L;C)) 6= 0}
n

= 1,

ここで，tn/2(L;C)は絡み目 Lを円板 Cのところで n回ハーフツイストして

得られる絡み目とする．

注意 1.9. 定理 1.8においてnはハーフツイストの回数を表している．定理 1.8
から問 1.7の p = 2の場合はただちに従う．

図 2: 絡み目 Lの平行な二本の弧を円板 C のところで n/2回フルツイストを
加えて得られる絡み目 tn/2(L;C)．

2 Khovanov ホモロジー

この章では Khovanov ホモロジーの定義と定理 1.8を示すのに必要な性質
を紹介する．

2.1 Khovanov ホモロジーの定義

ここでは，（有理係数）Khovanov ホモロジーの定義を与える．
Lを絡み目とし，Dを絡み目 Lの図式とする．図式 Dの交点の集合には

順序が与えられているとする．図式 D の各交点に対し，0-smoothing と 1-
smoothing を図 3のように定める．図式 Dの各交点を 0-smoothing もしく
は 1-smoothing したものを図式Dの smoothing と呼ぶ．各 smoothing は平
面上の非交和な円周の集まりとなる．図式 Dの交点数をmとすると，図式
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図 3: 0-smoothing と 1-smoothing.

Dは 2m 個の smoothing を持つ．図式 Dに与えられた交点の順序を用いる

ことで，図式Dの集合と {0, 1}mの間には自然な全単射が存在する．すなわ

ち，各 ε = (ε1, . . . , εm) ∈ {0, 1}m に対し，図式 Dの smoothing Dε を対応

させる．ここで，Dεは図式Dの i番目の交点を εi-smoothing することで得
られる smoothing を表す．

V を 1と Xを基底にもつQ上のベクトル空間とする．さらに，deg(1)= 1，
deg(X)= −1とすることでV に次数付き加群の構造を入れる．kεを smoothing
Dεに含まれる円周の数とし，Mε := V ⊗kεと定める．各 v = v1⊗· · ·⊗vkε ∈ Mε

に対し deg(v) := deg(v1) + · · ·+ deg(vkε)とすることでMε にも次数付き加

群の構造が定まる．このとき，Ci(D) を次のように定める．

Ci(D) :=
⊕

|ε|=i

Mε{i},

ただし， |ε| = ∑m
i=1 εiであり，Mε{i}はMεの次数を iだけ動かしたもので

ある (一般に次数付き加群の構造をもったベクトル空間M =
⊕

j∈Z M j と整

数 iに対し, M{i} =
⊕

j∈Z M{i}j は M{i}j = M j−i と定義される)．
次に境界作用素 di : Ci(D) → Ci+1(D) を定義する．二つの元 ε, ε′ ∈

{0, 1}m で，ある j において εj = 0 かつ ε′j = 1 であり，i 6= j において

εi = ε′iとなるものをとる．各 smoothing Dε ごとにその円周の順序を一つ固

定し，Mεの i番目のテンソル成分とDεの i番目の円周を対応付ける．まず，

dε→ε′ : Mε → Mε′ を次のように定める．

[Case 1]εの j成分が 0から 1に変わると，Dεの２つの円周がくっついて，

Dε′ の１つの円周となるとき．

このとき，写像 dε→ε′ : Mε → Mε′ を，くっつく二つの円周に対応するMε

のテンソル成分上m : V ⊗ V → V で定義し，それ以外の円周と対応するテ

ンソル成分上では恒等射とする．ここで，mは次で定義される写像である．

m(1⊗ 1) = 1, m(1⊗X) = m(X ⊗ 1) = X, m(X ⊗X) = 0.

[Case 2]εの j成分が 0から 1に変わると，Dεの１つの円周が分裂して，Dε′

の２つの円周となるとき．

このとき，写像 dε→ε′ : Mε → Mε′ を，分裂する１つの円周に対応するMε

のテンソル成分上∆: V → V ⊗V で定義し，それ以外の円周と対応するテン

ソル成分上では恒等射とする．ここで，∆は次で定義される写像である．

∆(1) = 1⊗X + X ⊗ 1, ∆(X) = X ⊗X.
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もしも，異なる整数 i と j が存在して εi 6= ε′i かつ εj 6= ε′j となるときは，

便宜上 dε→ε′ = 0 と定める．
以上の準備のもとで写像 di : Ci(D) → Ci+1(D) を次のように定める．

di(v) :=
∑

|ε′|=i+1

(−1)l(ε,ε′)dε→ε′(v),

ここで，|ε′|は ε′に含まれる 1の数，v ∈ Mε ⊂ Ci(D) とし l(ε, ε′) を ε と ε′

の間で異なる（ただ一つの）成分よりも（与えられた順序の意味で）前にあ

る 1の数とする．.
このとき，(Ci(D), di) は鎖複体となる．これから得られるホモロジーを

Hi(D) と表し，図式 D の unnormalized ホモロジー群と呼ぶ．写像 di が

Ci(D)の次数付き加群の構造を保つことから, Hi(D) にも自然に次数付き加
群の構造が定まる．最後に，図式Dの Khovanov ホモロジー KHi,j(D) を次
のように定める．

KHi,j(D) := Hi+n−,j−n++2n−(D),

ここで，n+ と n− はそれぞれ 図式 Dの positiveと negative 交差の数であ
る．Khovanov ホモロジーの基本的な性質として次のことが知られている．

定理 2.1 ([1], [3]). 任意の絡み目 L とその図式 D に対し，ホモロジー群

KH(D) は図式 Dと Dの交点の順序の取り方に依らない．従って，KH(D)
は絡み目 Lの不変量となる．この意味で KH(L) = KH(D)と表す．さらに，
KH(L)の次数付き Euler 標数は絡み目 Lの Jones 多項式と一致する．すな
わち，次の等式が成立する．

VL(t) = (q + q−1)−1
∑

i,j∈Z

(−1)iqj rankKHi,j(L)
∣∣∣
q=−t

1
2
,

ここで VL(t)は絡み目 Lの Jones 多項式である．

2.2 定理 1.8を示すための性質

定理 1.8を示すために次の結果を紹介する．これはWehrli [6], Champanerkar-
Kofman [2] によって与えられたKhovanov ホモロジーの spanning tree モデ
ルから従う結果である．

図式Dの 0-smoothing とはDのすべての交点を 0-smoothing して得られ
る smoothing のことである (図 3を参照)．同様に図式Dの 1-smoothing も
定義する．このとき，次が成り立つ．

定理 2.2. [[6], [2]] Dを絡み目図式とする． このとき，Hi,j(D) 6= 0ならば
次が成り立つ．

s1(D)− 2− c(D) ≤ j − 2i ≤ 2− s0(D),

ここで，c(D) は D の交点数であり, s0(D) と s1(D) はそれぞれ図式 D の

0-smoothingと 1-smoothing にあらわれる円周の数である．
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3 定理 1.8の証明

この章では定理 1.8の証明を与える．そのためにまず，次の補題を用意する．
L0 を向き付けられた絡み目とし，D0 をその図式とする．Dn を図 4にあ

るような tn/2(L;C)の図式とする． Ln := tn/2(L0;C)とする．

図 4: 図式D0, Dn．

このとき，Jones多項式のスケイン関係式より，次のことがわかる．

補題 3.1. ある自然数 N ∈ N が存在して任意の n ≥ N に対し，次が成り

立つ．

maxdeg VLn+1(t)−maxdeg VLn(t) = 3
2 ,

ここで，VL(t) は絡み目 Lの Jones 多項式であり， maxdeg VL(t)は Jones
多項式の最高次数である．

定理 1.8の証明 L0, Ln, D0 および Dn を上のように定める．すぐわかる

ように，s0(Dn) = s0(D0)である．ここで，s0(D0) と s0(Dn) は定理 2.2で
与えられたものである．定理 2.2より，Hi,j(Dn) 6= 0ならば， 次を満たす．

j − 2i ≤ 2− s0(D0). (3.1)

ここで，Khovanov ホモロジーの次数付き Euler 標数が Jones多項式と一
致する（定理 2.1）ので任意の図式Dに対し，

max{j ∈ Z|KH∗,j(D) 6= 0} ≥ 2maxdeg VD(t) + 1

が成り立つ．さらに，定義から次が成り立つ．

max{j ∈ Z|H∗,j(D) 6= 0} ≥ 2maxdeg VD(t) + 1− c+(D) + 2c−(D), (3.2)

ここで， c+(D) と c−(D) はそれぞれ図式 D の positive と negative 交差
の数である．そこで，f(Dn) := 2 maxdeg VLn

(t) + 1 − c+(Dn) + 2c−(Dn)，
k(Dn) := 1

2 (f(Dn)− 2 + s0(D0))とおく．式 (3.1)と (3.2) およびHiの定義

から次が成り立つ（図 5参照）．

k(Dn) ≤ max{i ∈ Z|Hi(Dn) 6= 0} ≤ c(Dn) = c(D0) + n. (3.3)
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補題 3.1 により，ある自然数 N ∈ N が存在して任意の n ≥ N に対し，

k(Dn+1)− k(Dn) = 1となる．特に，k(Dn+1) = n−N + k(DN+1)となる．
式 (3.3)により，

n−N + k(DN+1) ≤ max{i ∈ Z|KHi(Ln) 6= 0}+ c−(D0) ≤ c(D0) + n

となる．従って，定理 1.8が成立する． ¤

図 5: 色のついていない領域では，rankHi,j = 0．
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