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1 概要

底タングルとは，立方体 [0, 1]3の中の弧のみからなるタングルで，境界が底に一列に並

び，一つの弧の２つの境界が隣り合っているようなもののことをいう．ただし，向きと枠

を考える．任意の絡み目は底タングルを閉じることにより得られる．

底タングル

閉じる

絡み目 L は，Lの任意の真部分絡み目が自明になるとき Brunnian絡み目と呼ばれる．同

様に，底タングル T は，T の任意の真部分タングルが自明になるとき Brunnian底タン

グルと呼ばれる．

Brunnian絡み目 Brunnian底タングル

Jones多項式の一般化である色つき Jones多項式は，量子展開環 Uh(sl2)の有限次元表現

を絡み目の各成分に指定するごとに得られる絡み目不変量である（[5]）．普遍量子 sl2不

変量は，色つき Jones多項式に普遍性を持つ，すなわち，すべての色つき Jones多項式を

導出できるようなタングルの不変量である（[3, 4]）．

ここでは，Brunnian底タングルの普遍 sl2 不変量の代数的性質を紹介する（[6]）．
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2 量子展開環Uh(sl2)のリボンホップ代数構造

この節では，量子展開環 Uh(sl2)と，そのリボンホップ代数構造を紹介する．次の q-整

数を用いる．

{i}q = qi − 1, {i}q,n = {i}q{i− 1}q · · · {i− n+ 1}q, {n}q! = {n}q,n,

[i]q = {i}q/{1}q, [n]q! = [n]q[n− 1]q · · · [1]q,

[
i

n

]
q

= {i}q,n/{n}q!,

i ∈ Z, n ≥ 0. 量子展開環 Uh(sl2)とは，トポロジカルにH,E, F で生成され，関係式

HE − EH = 2E, HF − FH = −2F, EF − FE =
K −K−1

q1/2 − q−1/2
,

で定義される h進完備 Q[[h]]-代数である．ただし，

q = exph, K = qH/2 = exp
hH

2

とおいた．

Uh(sl2) の完備化された n 重テンソル積を Uh(sl2)
⊗̂n と書く．余積 ∆: Uh(sl2) →

Uh(sl2)
⊗̂2，余単位射 ε : Uh(sl2) → Q[[h]]，対合射 S : Uh(sl2) → Uh(sl2) は次で定義

される．

∆(H) = H ⊗ 1 + 1⊗H, ε(H) = 0, S(H) = −H,

∆(E) = E ⊗ 1 +K ⊗ E, ε(E) = 0, S(E) = −K−1E,

∆(F ) = F ⊗K−1 + 1⊗ F, ε(F ) = 0, S(F ) = −FK．

普遍 R-行列とその逆元は次で与えられる．

R = D
(∑
i≥0

q
1
2 i(i−1)F̃ (i)K−i ⊗ ei

)
, R−1 = D−1

(∑
i≥0

(−1)iF̃ (i) ⊗K−iei
)
,

ただし

e = q−1/2(q − 1)E, F̃ (i) =
F iKi

[i]q!
, D = q

1
4H⊗H = exp

(h
4
H ⊗H

)
,

i ≥ 1．以下 R =
∑

k αk ⊗ βk, R−1 =
∑

k ᾱk ⊗ β̄k とおく．リボン元とその逆元は次で与

えられる．

r =
∑
k

ᾱkK
−1β̄k =

∑
k

β̄kKᾱk, r−1 =
∑
k

αkKβk =
∑
k

βkK
−1αk．
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図 1: 基本図．向きは任意．

図 2: 基本図へのラベルの置き方．

3 底タングルの普遍 sl2不変量

この節では，底タングルの普遍 sl2 不変量の定義をする．n成分底タングル T = T1 ∪
· · · ∪ Tn に対して，T の普遍 sl2 不変量 JT ∈ Uh(sl2)

⊗̂n を以下で定める．まず T の図式

P を一つ選び，その交点の集合を C(P )とおく．ただし P は基本図（図 1参照）を縦と

横につなげて得られる絡み目図式とする．射

s : C(P ) → {0, 1, 2, . . .}

を図式P のステイトと呼ぶ．図式P のステイトの集合をS(P )と書く．各ステイト s ∈ S(P )

に対して，Uh(sl2)
⊗̂nの元 J(P, s)を以下で定める．まず図式 P の各基本図 に対して，図

2 のようにラベルを貼る．（図 2 にない基本図にはラベルを貼らない．）ここで “S′” は，紐

の向きが下向きのとき idに，上向きのとき Sに置き換える．J(P, s) ∈ Uh(sl2)
⊗̂nのテン

ソル積の i成分を，Ti 成分に置かれたラベルの積で定義する．ここで，ラベルは紐を逆

向きにたどりながら読み，読んだ順に左から右へ書く，という方法で積をとる． 例えば，

図 3の底タングル C の図式 P については

J(P, s) = S(αi)S(βj)⊗ αjβiᾱkKS(β̄k).

図 3: (a)底タングル C. (b)底タングル C の図式 P とラベル.
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ただし s(c1) = i, s(c2) = j, s(c3) = kとおいた．すると，J(P, s)のステイト和

JT =
∑

s∈S(P )

J(P, s)

は T の図式の取り方によらない値となり，底タングルの不変量を定める (cf. [4])．先ほど

の例では

JC =
∑
i,j,k

S(αi)S(βj)⊗ αjβiᾱkKS(β̄k)

=
∑
i,j,k

(−1)i+jq−
1
2k(k−1)−j2+2ij−3jk+2ki

[
j + k

j

]
q

×D−2(1⊗ q
1
4H(H+2))(F̃ (i)K−2jej ⊗ F̃ (j+k)K2(j−i)ek+i)

となる．

4 主定理とその応用

この節では，Brunnian底タングルの普遍 sl2不変量に関する主定理（定理 1）と，色つ

き Jones多項式に対する応用（定理 2）を紹介する．

K±2, e, F̃ (i), i ≥ 1で生成される Uh(sl2)の Z[q, q−1]-部分代数を Uev
q とする．Uev

q の，

フィルトレーション Fk(Uev
q ) = Uev

q ekUev
q , k ≥ 0を用いた完備化を Ũev

q とする．すなわち

Ũev
q = Image

(
lim←−
k

Uev
q /Fk(Uev

q )→ Uh(sl2)
)
.

同様に，(Uev
q )⊗n のフィルトレーション

Fk((Uev
q )⊗n) =

n∑
i=1

(Uev
q )⊗i−1 ⊗Fk(Uev

q )⊗ (Uev
q )⊗n−i, k ≥ 0

を用いた完備化を (Ũev
q )⊗̃n とする．algebraically splitな n成分底タングルの普遍 sl2 不

変量は (Ũev
q )⊗̃n に含まれることが知られている ([2]).

K±2, Ẽ(i) = (q−1/2E)i

[i]q !
, F̃ (i) で生成される Uh(sl2)の Z[q, q−1]-部分代数を U ev

Z,q とする．

K±2, e, f := (q − 1)FK で生成される Uh(sl2)の Z[q, q−1]-部分代数を Ū ev
q とする．この

とき Ū ev
q ⊂ Uev

q ⊂ U ev
Z,q が成り立つ．

(Uev
q )⊗nのZ[q, q−1]-部分代数Xに対して，フィルトレーション {Fk((Uev

q )⊗n)∩X}k≥0

を用いたX の完備化を {X }̂と記す．

定理 1. T を n成分 Brunnian底タングルとする（n ≥ 3）．このとき

JT ∈
n∩

i=1

{(
(Ū ev

q )⊗i−1 ⊗ U ev
Z,q ⊗ (Ū ev

q )⊗n−i
)
∩ (Uev

q )⊗n
}̂

が成り立つ．
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次に主定理の応用を紹介する．Q(q1/2)-加群

SpanQ(q1/2){Vl | l ≥ 1}, Vl : l次元既約表現

にテンソル積で積を定めた環をRとする．
l ≥ 0に対して，

P̃ ′
l =

q
1
2 l

{l}q!

l−1∏
i=0

(V2 − qi+
1
2 − q−i− 1

2 )

とおく．

絡み目 L = L1 ∪ · · · ∪ Ln の Li を P̃ ′
li
で色付けした色つき Jones多項式を JL;P̃ ′

l1
,...,P̃ ′

ln

と記す．l ≥ 0に対して，Il を {l − k}q!{k}q!, k = 0, . . . , lで生成される Z[q, q−1]のイデ

アルとする．

定理 2. Lを n成分 Brunnian絡み目とする（n ≥ 3）．このとき，l1, . . . , ln ≥ 0に対して

JL;P̃ ′
l1
,...,P̃ ′

ln

∈ {2lmax + 1}q,lmax+1

{1}q{lmin}q!
∏

1≤i≤n,i̸=iM ,im

Ili

が成り立つ．ただし lmax = max(l1, . . . , ln), lmin = min(l1, . . . , ln), また iM , im, iM ̸= im

はそれぞれ liM = lmax , lim = lmin となる整数とした.

例 3. m ≥ 0に対して，Φm を q に関する m-円分多項式とする．Lを n成分 Brunnian

絡み目とする（n ≥ 3）．定理 2で l1 = · · · = ln = 1, 2, 3とすると

JL;P̃ ′
1,...,P̃

′
1
∈Φn−2

1 Φ2Φ3Z[q, q−1],

JL;P̃ ′
2,...,P̃

′
2
∈Φ2(n−2)

1 Φ3Φ4Φ5Z[q, q−1],

JL;P̃ ′
3,...,P̃

′
3
∈Φ3(n−2)

1 Φn−1
2 Φ4Φ5Φ6Φ7Z[q, q−1]

となる．

例 4. n ≥ 3に対して，MnをMilnorの n成分 Brunnian絡み目とする（図 4参照）．こ

のとき

JMn;P̃ ′
1,...,P̃

′
1
= (−1)nq−2n+4Φn−2

1 Φn−2
2 Φ3Φ

n−3
4

が成り立つ．
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図 4: Milnorの絡み目Mn．
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