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1 準備

2 主結果

3 先行研究との関連

本講演では断りのない限り、多様体は連結、コンパクト、滑らか
で向き付けられているとする。
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符号数

M : 2n次元多様体、[M] ∈ H2n(M, ∂M;Z) : M の基本類とする。

定義 1.1

QM : Hn(M, ∂M;Z) × Hn(M, ∂M;Z) → Z
QM(α, β) = ⟨α ∪ β, [M]⟩

をM の交叉形式と呼ぶ。

⇝Poincaré双対 (or Lefschetz双対)により、QM は Hn(M, ;Z)上
の双線形形式と見なせる。

Remark 1.2

M : 4n次元多様体⇒QM は対称である。
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符号数

M : 4次元多様体、b
+(resp.−,0)
2 (M) : QM の正 (resp.負,0)の固有値

の重複度を込めた個数

定義 1.3

M : 4次元多様体に対して、QM の符号数 (= b+2 (M)− b−2 (M))を
M の符号数と呼び、σ(M)と書く。

Remark 1.4

b2(M) = b+2 (M) + b−2 (M) + b02(M)となる。

符号数は位相不変量
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Lefschetzファイバー空間

M : 4次元多様体、B : 2次元多様体、f : M → B を滑らかな全射

定義 1.5

f が次の 2つを満たすとき、f を Lefschetzファイバー空間と
呼ぶ。

1 {b1, . . . , bm} ⊂ IntB を f の臨界値集合としたとき,各 bi に対
し f −1(bi )はただ一つの臨界点 pi を持つ

2 各 i に対し,bi , pi の,B,M の向きと両立する局所複素可微分座
標近傍 (U,w), (V , (z1, z2))が存在し、V 上で
f (z1, z2) = z21 + z22 となる

Remark 1.6

b0 ∈ B − {b1, . . . , bm}に対して f −1(b0)はコンパクト有向曲面に
なる。f −1(b0)を一般ファイバー、f −1(bi )(1 ≤ i ≤ m)を特異ファ
イバーと呼ぶ。
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Lefschetzファイバー空間

Remark 1.7

f |M−f −1({b1,...,bm}): M − f −1({b1, . . . , bm}) → B − {b1, . . . , bm}
はファイバーを f −1(b0)とするファイバー束となる。各臨界値
bi (i ̸= 0)周りのモノドロミーは Int f −1(b0)内の消滅サイクルと
呼ばれる閉曲線 γi に沿った Dehnツイストとなることが知られて
いる。
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主結果

r ∈ Z≥0とし、Σを種数 0、境界成分 r + 1のコンパクト有向曲面
とする。f : M → D2を Σを一般ファイバーとし、
γ1, . . . , γm ∈ IntΣを消滅サイクルに持つ Lefschetzファイバー空
間とする。

定理 2.1 (M.)

σ(M) = −m + dim⟨γ1, . . . , γm⟩

ここで、γi は閉曲線 γi の代表するホモロジー類を表しており、
⟨γ1, . . . , γm⟩は {γ1, . . . , γm}によって生成される H1(Σ;R)の部分
空間である。

系 2.2 (M.)

上と同じ状況において σ(M) = −m + r − b1(M)となる。
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方針: 全てのファイバー (特異ファイバーを含む)の境界に D2を
貼って簡単な形にする & Wallの公式

M と (
r⨿

i=0
D2
i )× D2を貼り合わせる

⇝ D2 × S2#mCP2と微分同

相となる。特に、符号数は−mになる。
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貼り合わせによる符号数の変化は、Wallの公式により、Maslov指
数と一致する。

Y ,Y± :4次元多様体, X0,X± :3次元多様体, Z :閉曲面 s.t.
Y = Y+ ∪ Y−, ∂Y± = X0 ∪ X±, ∂X± = ∂X0 = Z
[Y ] = [Y+]−[Y−], ∂∗[Y±] = ±([X±]−[X0]), ∂∗[X±] = ∂∗[X0] = [Z ]

Y+

Y-

X+

X-

X0Z Z

定理 2.3 (Wall, ‘69)

σ(Y ) = σ(Y+) + σ(Y−)− σ(W ,Ψ), σ(W ,Ψ):Maslov指数
W は Z から X0, X±への包含写像が誘導する R係数 1次ホモロ
ジー群の間の準同形の核によって定まるベクトル空間であり、
σ(W ,Ψ)はQZ から定まるW 上の対称双線形形式Ψの符号数で
ある。
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証明の概要:

f : Y+ → D2 :Lefschetzファイバー空間,
Σ0,r+1 : f の一般ファイバー,
γ1, . . . , γm : f の消滅サイクル,

Y− = (
r⨿

i=0
D2
i )× D2 (D2

i = D2)

としてWallの公式を適用すると

−m = σ(D2 × S2#mCP2) = σ(Y+ ∪ Y−) = σ(Y+)− σ(W ,Ψ)

となる。

命題 2.4 (M.)

Ψは正定値となる。

命題 2.5 (M.)

dim W = dim⟨γ1, . . . , γm⟩となる。
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準備
主結果

先行研究との関連

主結果は次の結果と関連がある。

定理 3.1 (Etnyre, 2002)

種数 0のオープンブック分解に対応する接触多様体のシンプレク
ティック充填は負定値な交叉形式を持つ。

主結果と以下の二つを組み合わせることにより定理 3.1を示すこ
とができる。
定理 3.2 (Niederkrüger-Wendl, 2011)

種数 0のオープンブック分解に対応する接触多様体のシンプレク
ティック充填は Stein充填のブローアップにより得られる。

定理 3.3 (Wendl, 2010)

種数 0のオープンブック分解に対応する接触多様体の Stein充填
はオープンブック分解と両立する Lefschetzファイバー空間の構
造を持つ。
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定理 3.1の証明.

M ′ :定理 3.1のシンプレクティック充填
→ ∃k ∈ Z≥0,M:Stein充填 s.t. M ′ = M#kCP2(∵定理 3.2)

∴ 「M :負定値」を示せばいい (∵ M:負定値⇒ M ′:負定値)。
一方で, M は種数 0の D2上の Lefschetzファイバー空間の構造を
持つ (∵定理 3.3)。一般ファイバーの境界成分数を r + 1(r ≥ 0)、
消滅サイクルの個数をmとすると、系 2.2より

b+2 − b−2 = σ(M) = −m + r − b1 (1)

である。Lefschetzファイバー空間のハンドル分解から

1− b1 + b+2 + b02 + b−2 = χ(M) = 1− r +m (2)

(1)+(2)から 2b+2 + b02 = 0となりM は負定値と分かる。
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終わり

Thank you for your attention.
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