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ハンドル体結び目の摂動的sl2不

変量と種数2の場合の計算方法

阿部翠空星
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ハンドル体結び目の不変量の予想相関図
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今日の話の流れ

• ハンドル体結び目の量子Uq(sl2)不変量の復習
• 摂動的不変量の定義と復習
• 主定理と計算例
• 主定理の証明の概略
• 一般のハンドル体結び目への応用
• 今後の課題と予想



ハンドル体結び目の量子Uq(sl2)不変量

Definition 1. (Jones-Wenzl冪等元) 以下のよう
に両端にn個の端点を持つ図式の線型和で，帰納
的に定義する．

∆n = (−1)n
A2(n+1) −A−2(n+1)

A2 −A−2
，A4p = 1，

A = −q1/4



Definition 2. 3価のcolored graphの射影図を図
のようにJones-Wenzl冪等元を用いて閉曲線の線
型和と見なす．

=



Definition 3. 3価頂点はadmissible条件を満た
すものしか考えない．

0 ≤ x，0 ≤ y，0 ≤ z，
x+ 2y ≤ p− 2，z + 2y ≤ p− 2．

または，

x ≤ 0，y ≤ p− 2，z ≤ 0

x+ 2y ≥ p− 2，z + 2y ≥ p− 2



Definition 4. (補正項)



Theorem 1 (Mizusawa,Murakami.J 2011). Dを
種数2のハンドル体結び目Hの射影図とする．整
数pに対して，次の値は種数2のハンドル体結び
目の量子Uq(sl2)不変量である．

⟨H⟩sl2p :=

⌊ p−2
2 ⌋∑

y=0

p−2y−2∑
x=0

p−2y−2∑
z=0

∆x+y∆2y∆z+y
⟨D(x, y, z)⟩⟨D(x, y, z)⟩

θ(x, y, y)θ(z, y, y)



Example 2 (Mizusawa,Murakami.J 2011).

⟨Handcuff⟩sl2p =

(
2p

q − q−1 − 2

)2

Definition 5. Hの量子Uq(sl2)不変量を
Handcuff(正規化定数)で割ったものを新しい量子
Uq(sl2)不変量とする．

τ sl2p (H) :=
⟨H⟩sl22p

⟨Handcuff⟩sl2p



摂動的不変量の定義と復習

Theorem 3 (Abe 2017). pを奇素数，
ζ = e2πi/pとする．

τ sl2p (H)|q=ζ ∈ Z[ζ]



証明の概略

閉じた時にハンドル体結び目に isotopicになるよ
うなタングルTを以下の図のように定める。



インタートワィナーよりQsl2;Vn(T )|q=ζは
Uζ(sl2)の中心の元である。

ρvx+y+z (c
k) = (ζ(x+y+z)/2+ζ−(x+y+z)/2)k·idvx+y+z



p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

p−1∑
z=0

[x]2[y]2[z]2(ζj(x+y+z)/2+ζ−j(x+y+z)/2)

≡
( n∑
i=1

(−1)i+1 (ζ − 1)i

i

)3(p−1)

p = u · (ζ − 1)p−1



数論的な摂動展開

τ sl2p (H) = ap,0(H)+ap,1(H)(ζ−1)+ap,2(H)(ζ−1)2+· · ·

T (q) =

(
p

1

)
+

(
p

2

)
(q−1)+

(
p

3

)
(q−1)2+· · ·+

(
p

p

)
(q−1)p−1

とおくと，Z[ζ] ≃ Z[q]/T (q)より(ap,l(H)

(mod p)) ∈ Z/pZはτ sl2p (H)の値から一意に定
まる．



Theorem 4 (Ohtsuki 2008).

f-lim
ζ − ζ−1 − 2

2p
·
p−2∑
y=0

∆y⟨K⟩

=
1

2
· 1 + c

1− c

∞∑
l=0

(
Res
t=c

(t+ t−1 − 2)Pl(t)

t ·∆K(t)2l+1

)
(ζ − 1)l

∆K(t)はKのAlexander多項式，cは0または
∆K(t)の零点とする．



主定理と計算例

Definition 6. 種数2のハンドル体結び目から以
下のように得られる結び目と絡み目をKH，LH

とする．

=

※KH，LHはHから一意には決まらない．



Theorem 5 (Abe 2017).

τ sl2(H) := f-lim τ sl2p (H) =
∑
s

f-lim

((
ζ − ζ−1 − 2

2p

)2

·
(p−2∑

x=0

∆x(ζ
xs + ζ−xs)⟨LH⟩

p−2∑
x=0

∆x(ζ
xs + ζ−xs)⟨LH⟩+

p−2∑
y=0

∆y(ζ
ys + ζ−ys)⟨KH⟩

p−2∑
y=0

(ζys + ζ−ys)
∆y

∆2y
⟨KH⟩

))



Example 6 (Abe 2017). c = eπ
√
−1/3とする．

τ sl2(51, c) =
(2√−1

27
√
3
+
∑
s

2
√
−1

81

(
2
√
3

cos2
πs

3
− 9s

2
sin

2πs

3
+ 3

√
3s2 sin2

πs

3

)
(ζ − 1)

+O((ζ − 1)2) + C

τ sl2(64, c) =
(√−1

3
√
3
+
∑
s

2
√
−1

3
√
3

cos2
πs

3

)
(ζ − 1) +O((ζ − 1)2) + C



主定理の証明の概略

Lemma 7. φ1(t) = φ1(t
−1),φ2(t) = φ2(t

−1),

N = min{degφ1(t), degφ2(t)},
p > max{degφ1(t), degφ2(t)}
1

p

∑
n∈Z/pZ

φ1(ζ
n+1)φ2(ζ

n+1) =

1

p

∑
n∈Z/pZ

φ1(ζ
n+1)

1

p

∑
n∈Z/pZ

φ2(ζ
n+1)+



2
N∑
s=1

1

2p

∑
n∈Z/pZ

(ζ(n+1)s + ζ−(n+1)s)φ1(ζ
n+1)

1

2p

∑
n∈Z/pZ

(ζ(n+1)s + ζ−(n+1)s)φ2(ζ
n+1) =

Res
t=0

φ1(t)

t
Res
t=0

φ2(t)

t
+

2
N∑
s=1

Res
t=0

(ts + t−s)φ1(t)

2t
Res
t=0

(ts + t−s)φ2(t)

2t



一般のハンドル体結び目への応用

種数3，4の場合は以下の形を計算すればよい
（計算は難しい）．



今後の課題と予想

Problem 8. (有限型不変量の改良) 摂動的不変
量の係数は有限型不変量であるか．また，それは
ハンドル体結び目のどのような同値関係であ
るか．

・クラスパーを応用できるか？

Problem 9. (摂動的g不変量) 一般のリー環gに
対して，τg(H)は存在するか．



Problem 10. Z：Kontsevich不変量とすると，
適切な写像ιが存在して，

Ẑ(H) =
ι(Z(KH) + Z(LH))

ι(Z(O))

Z(H)はHの普遍摂動的不変量になるか．

・終集合はどのような空間か？



Problem 11. 空間グラフに対して，以下の図は
成立するか．
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