
3次元多様体の face-pairing表示と Turaev-Viro不変量

永野　雄大

Turaev-Viro不変量は 3次元多様体の位相不変量であり, 1992年に V.G.Turaevと O.Y.Viroに

よる論文 [3]によって見出された. Turaev-Viro不変量は通常, 単体分割と量子群 Uq(sl2)を用いて

定義 ·計算されるが, J.Robertsによる結果 [1]によれば線形スケインという手法を用いてハンドル

分解から Turaev-Viro不変量を与えることができる.

一方 Face-pairing 表示とは一つの多面体から, その面どうしの貼り合わせによって 3 次元多様

体を表示することであり, これまで様々な観点から研究されてきた. 著者は Face-pairing 表示の

一つの定式化の下で, 線形スケイン理論と [1] を用いて, 与えられた Face-pairing 表示に基づく

Turaev-Viro不変量の計算方法を導出したので, その概要について報告する.

本稿を通して r は 3以上の整数とし, A = e
2π
4r

√
−1 とする.

定義 1 (線形スケイン空間). R2 上の線形スケイン空間とは, R2 上の有向枠付き絡み目図式の, イ

ソトピー類によって張られる C上の線形空間を, 以下のスケイン関係式で割って得られる商線形空

間のことであり, これを S(R2)で表す.

図 1 スケイン関係式

スケイン関係式の元で枠付き Reidemeister移動は線形スケイン空間の元を変えない. またスケ

イン関係式は絡み目の解消操作を与えるので, S(R2) = spanC{∅}が成り立つ. このとき空図式 ∅
の係数を対応させる線形写像

⟨·⟩ : S(S3) = spanC{∅} → C

を Kauffman bracketという. さらに∆n = (−1)n
A2(n+1) −A−2(n+1)

A2 −A−2
とする. ∆n を用いた再帰

式によって非負整数 n 各々に対して Jones-Wenzl べき等元と呼ばれる, 特別な線形スケイン空間

の元が取れる. (線形スケイン理論の詳細については [2]が詳しい. )
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定義 2 (r-許容的). 3つの整数の組 (i, j, k)が r-許容的であるとは, 以下の 3条件を満たすことで

ある.

• 0 ≤ i, j, k ≤ r − 2

• i ≤ j + k , j ≤ k + i , k ≤ i+ j

• i+ j + k は偶数であり, かつ 2(r − 2)以下である.

M を有向閉 3次元多様体, T をその単体分割とする. T の頂点集合を V , 辺集合を E, 面集合を

F , 四面体集合を T とおく. E から {0, 1, · · · , r− 2}への写像 λを T の辺彩色といい, λが r-許容

的であるとは各面をなす 3辺の色 (すなわち像)が r-許容的となることをいう. このとき

Admr(T ) := { r-許容的な T の辺彩色全体 }

と書き, 各面 f ∈ F に対して θ-ネット θ(f ;λ), 各四面体 t ∈ T に対して四面体ネット τ(t;λ)と呼

ばれる特別なスカラーを, Jones-Wenzlべき等元と Kauffman bracketを用いて対応させることが

できる. 四面体 t ∈ T の 4つの面を f1, f2, f3, f4 ∈ F とすると, tの重みを

W(t;λ) :=
τ(t;λ)√

θ(f1;λ)
√
θ(f2;λ)

√
θ(f3;λ)

√
θ(f4;λ)

で定める.

定理 3 (Turaev-Viro不変量 [3]). µ =

√
2

r
sin

π

r
とする. 閉 3次元多様体の Turaev-Viro不変量

TVr とは次のようなものである. これは単体分割の取り方によらず定める位相不変量である.

TVr(M) = µ2|V |
∑

λ∈Admr(T )

∏
e∈E

∆λ(e)

∏
t∈T

W(t;λ)

次に閉球体上に組み合わせ的多面体としての構造を与えるグラフと, その面どうしの貼り合

わせ方を定める同相写像の族によって, 有向閉 3 次元多様体の Face-pairing 表示を定式化する.

B3 = {x ∈ R3| |x| ≤ 1}, S2 = ∂B3 は向きを固定して考える.

定義 4 (separating graph). S2 に埋め込まれたグラフ Gで, S2 を偶数個の円板に分割するような

ものを separating graphという;

S2上の偶数個の閉円板の集合 F で, S2 \G =
⊔
D∈F

int(D)を満たすものが存在する.

以降 separating graphを G = (V,E)として, Gによって分割される円板の個数を 2n, その集合

を F とする. 各円板には S2 から定まる向きをつけておく.

定義 5 (pairing). F = {f1, f2 · · · , fn} ⊔ {g1, g2, · · · , gn}として, 各 iに対して向きを逆にする同

相写像 φi : fi → gi (i = 1, 2, · · · , n)をとる. p = {φi}i=1,2,··· ,n が次の 2条件を i), ii)を満たすと

き, pを Gの pairingという.
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i) φi|∂fi : ∂fi → ∂gi (i = 1, · · · , n)はグラフとしての同型を導く.

任意の辺 e ∈ E に対して, eで隣接する面は 2つあるが, これを fe, ge (∈ F )と書くことにする.

ただしこのとき写像 ψ ∈ pまたは ψ−1 ∈ pが存在し, ψ : fe → gψ(e) となるように名付けておく.

そうすれば有限列

fe
ψ1−−→ gψ1(e), fψ1(e)

ψ2−−→ gψ2◦ψ1(e), · · · , fψk−1◦···◦ψ2◦ψ1(e)
ψk−−→ gψk◦···◦ψ2◦ψ1(e) = ge

として, ψ1(e) ̸= e, · · · , ψk−1 ◦ · · · ◦ ψ2 ◦ ψ1(e) ̸= e, ψk ◦ · · · ◦ ψ2 ◦ ψ1(e) = e を満たすものが取れ

るが, このような有限列に対して次が成り立つ.

ii) ψk|ψk−1◦···◦ψ2◦ψ1(e) ◦ · · · ◦ ψ2|ψ1(e) ◦ ψ1|e = ide

ii)は面の貼り合わせを考えるとき, それを辺上に制限しても貼り合わせが適切に定まっているこ

とを要請している. B3 上の同値関係
p∼は pによる面の貼り合わせの関係とする;

x, y ∈ B3, x
p∼ y

def⇐⇒

{
x = y

φi(x) = y または x = φi(y)を満たす i ∈ {1, 2, · · · , n}が存在する.

定義 6 (face-pairing 表示). separating graph G とその pairing p の組 (G, p) が, 有向閉 3 次元

多様体M の face-pairing表示であるとは, 商空間 B3/ p∼ がM に向きを保って同相となることで

ある.

Gを pで割って得られるグラフを Gp = (Vp, Ep)と書く. また本質的に同等な face-pairing表示

は次の同型という概念の下, 同一視できる.

定義 7 (face-pairing表示の同型). 有向閉 3次元多様体M,N それぞれについて face-pairing表示

(G, p), (H, q)をとる. B3 上の向きを保つ自己同相写像 Φが次の 2条件を満たすとき (G, p)から

(H, q)への同型という.

i) Φ|G : G→ H はグラフとしての同型を導く.

ii) 任意の x, y ∈ B3 に対して, x
p∼ y ⇔ Φ(x)

q∼ Φ(y).

これは pで貼り合わせてから Φで移すことと, Φで移してから qで貼り合わせることが同等であ

るということを意味する. このとき ΦはM = B3/ p∼ から N = B3/ q∼ への向きを保つ同相写像を

導く.

さて Gが分割する各面が三角形のとき (すなわち F の元がすべて三角形のとき) Gは triangular

であるという. G が triangular ならその双対グラフ G∗ は trivalent graph である. 一般に face-

pairing表示 (G, p)は, 分割する各面を (pairing pによる各ペアが張り合わせによって一致する仕

方で) 三角形分割すれば, Gをいつでも triangularなものに取り直すことができる. また (G, p)の

辺彩色 λ : E → {0, 1, · · · , r − 2}とは,

任意の e, e′ ∈ E に対して, e
p∼ e′ ⇒ λ(e) = λ(e′)
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を満たすものである. さらに Gが triangularなとき辺彩色 λが r-許容的であるとは, 各面をなす

3辺の色が r-許容的であることをいう. このとき

Admr(G, p) := { r-許容的な (G, p)の辺彩色全体 }

と書き, Gが分割する各面 (のペアの内の一方) fi ∈ F とG全体に対してそれぞれ θ-ネット θ(f ;λ)

とスカラー ⟨G∗;λ⟩を対応させることができる. Gの重みをW(G;λ) :=
⟨G∗;λ⟩∏n
i=1 θ(fi;λ)

と定める.

また辺 e ∈ E の pによる同値類を ê ∈ Ep で表す. 次の定理が本稿の主定理である.

定理 8 (Turaev-Viro 不変量の計算公式). 有向閉 3 次元多様体M の face-pairing 表示 (G, p) が

triangularなとき, 次式が成り立つ.

TVr(M) = µ2|Vp|
∑

λ∈Admr(G,p)

( ∏
ê∈Ep

∆λ(e)

)
W(G;λ)

Poincaréホモロジー球面の face-pairing表示が, 正十二面体の各対面どうしを π
5 だけねじって

貼り合わせることで得られるように, face-pairing 表示はある種の対称性を持つことがある. この

対称性をとらえるために変換群という概念を導入する.

定義 9 (face-pairing表示の変換群). 有向閉 3次元多様体M の face-pairing表示 (G, p)に対して

Aut(G, p)を (G, p)の自己同型全体がなす群とする.

また RG を (G, p)の自己同型のうち, それが導くグラフ Gの自己同型が恒等写像に一致するもの

全体がなす群とする. そうすれば RG ◁Aut(G, p)である.

Aut(G, p)/RG

を (G, p)の変換群という.

Φ,Ψ ∈ Aut(G, p)が ΦΨ−1 ∈ RG を満たすことと, Φと Ψが導くグラフ Gの自己同型が一致す

る, ということは同値である. 従って変換群の各元に対してそれぞれグラフの同型が一つ定まり, こ

の対応は単射である. このことから変換群は有限群である. さらに同型な face-pairing表示は同型

な変換群を持つこともすぐ分かる.

triangular face-pairing 表示 (G, p) の変換群を K とする. σ ∈ K, λ ∈ Admr(G, p) に対して,

σ · λ ∈ Admr(G, p)を e ∈ E ⇒ σ · λ(e) = λ(σ−1(e))と定義すれば, K は Admr(G, p)に作用す

る. このとき λ ∈ Admr(G, p)の K-軌道を λ̃, 固定部分群を Kλ と書く.

定理 10. 有向閉 3次元多様体M の triangular face-pairing表示 (G, p)に対して、その変換群を

Kとする. このとき次の等式が成り立つ.

TVr(M) = µ2|Vp|
∑

λ̃∈K\Admr(G,p)

[K : Kλ]
( ∏
ê∈Ep

∆λ(e)

)
W(G;λ)
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