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本稿では，Z彩色可能な絡み目の最少図式における最小彩色数についての結果を報告する.

1. 導入

Lを絡み目，Dを Lの正則射影図式とする.
写像 γ : {arcs of D} → Zが, Dの任意の交点において上側を通る弧を a，下側を通る弧を b, cとした時，2γ(a) =
γ(b) + γ(c)を常に満たすとする. この時 γを Z彩色と呼ぶ．また全ての弧に対応する値が等しい Z彩色を自明な Z
彩色という．非自明な Z彩色を許容する図式Dが存在する時，絡み目 Lを Z彩色可能な絡み目という．

以下 Z彩色 γ の Im(γ)の集合の位数，即ち Z彩色された図式Dに現れる色数に着目する.

ある Z彩色可能な絡み目 Lの図式が許容する自明でない Z彩色 γ の Im(γ)のうち, 最も小さい色数（位数）を
実現するものを最少 Z彩色数と呼び, mincolZ(L)と表す．

この最小 Z彩色数について，[2]にて次の結果を得ている．（市原一裕氏との共同研究）

定理 1.1. (1) 非自明かつ非分離な Lにおいて，mincolZ(L) ≥ 4である．

(2) Lを非分離な単純 Z彩色可能絡み目とする．この時mincolZ(L) = 4である.

(3) Lを非分離な Z彩色可能な絡み目とする．色数が 5である Z彩色 γを Lが許容するならば，mincolZ(L) = 4
である.

単純 Z-彩色とは，ある自然数 dに対し図式上の任意の交点の上弧と下弧の差が dまたは 0となる Z-彩色のこと
である．
また非分離な任意の絡み目の最少 Z彩色数は 2である．

2. 先行結果

ここで自然な疑問として、任意の非分離な Z-彩色可能な絡み目に対し，mincolZ(L) = 4であるかという問題が
考えられるが，[3]にて次のことが示せた．

定理 2.1. 任意の非分離な Z-彩色可能な絡み目の最少 Z彩色数は 4である．

この結果は [4]においてMeiqiao Zhang-Xian’an Jin-Qingying Dengによっても独立に証明されている．

定理 2.1の証明の概要. Lを Z-彩色可能な絡み目とする．上弧が x，下弧が x− dと x+ dで彩色されている交点
を d-差交点と呼ぶ．

このとき単純 Z-彩色は図式上で d-差交点または 0-差交点のみをもつ．
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そこで Lの図式Dが単純でない Z-彩色を許容しているものとする。このとき、D上には d ̸= d′ となる d-差交
点・d′-差交点が存在する．

D上の交点の差の集合 {0, d1, d2, · · · , dm}に対し，dm をこの集合の最大値とする．
D上の dm-差交点の周辺に存在する 0 < d < dm となる d-差交点の表れ方は以下の４通りである．

これらの dm-差交点の周辺で局所変形を行うことで，dm-差交点を持たない図式へ変形することができる．本稿
では [1]についてのみ紹介する．

ここで新たに現れている α-差交点は全て 0 < α < dm を満たしている．
dm について帰納的に変形を繰り返すことで, 単純 Z-彩色を満たす図式に変形することができる．

従って定理 1.1より，mincolZ(L) = 4である．
□

3. 主結果

任意の Z-彩色可能な絡み目 Lに対してmincolZ(L) = 4であることがわかった．しかし上の証明では、色数が 4
を実現する図式は大変複雑なものとなる．そこで図式を固定した時の最少 Z彩色数について考える．

Dを Z-彩色可能な絡み目 Lの図式とする．この時Dが許容する Z-彩色のうち最少の色数をDの最少 Z彩色数
といい，mincolZ(D)と表す．
本研究では絡み目の最小図式における最少 Z彩色数について考え，今回次の結果が得られた．

定理 3.1. (1) nを任意の 2以上の偶数とする．この時，色数 n+ 2となる Z-彩色を許容するプレッツェル絡み目
P (n,−n, · · · , n,−n)の最小図式が存在する．

(2) n を任意の 2 以上の偶数とする．この時，色数 n2 + n + 3 となる Z-彩色を許容するプレッツェル絡み目
P (−n, n+ 1, n(n+ 1))の最小図式が存在する．

(3) nを任意の 4以上の偶数，pを 0でない整数とする．この時，色数 4となる Z-彩色を許容するトーラス絡み
目 T (pn, n)の最小図式が存在する．
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定理 3.1の証明の概要. (1)の証明
プレッツェル絡み目 P (n,−n, · · · , n,−n)の図式Dが図 3で表されているものとする．

このDは最小図式であることが知られている．
γ をDが許容する非自明な Z-彩色とする．このときD上に現れる色の最小値は 0としてよい.
このとき Z-彩色の交点条件より，すべての弧が 0が対応する交点を除き，0が対応する弧は必ず下弧となる．そ

のため 0が対応する弧は図 3のようにしてよい．このとき γ の像は {0, a, 2a, · · · , (n+ 1)a}となる.

これはD上の最少 Z彩色数が n+ 2であることを示している.
(2)の証明

プレッツェル絡み目 P (−n, n+ 1, n(n+ 1))の図式Dが図 3で表されているものとする．

このDは最小図式であることが知られている．
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γ をDが許容する非自明な Z-彩色とする．このときD上に現れる色の最小値は 0としてよい.
このとき Z-彩色の交点条件より，すべての弧が 0が対応する交点を除き，0が対応する弧は必ず下弧となる．そ

のため 0が対応する弧は図 3のようにしてよい．γ の像は図 3のように表れる.
このとき表れる色は {0, n, n+ 1, n+ 2, n+ 3, · · · , n+ n(n+ 1), n+ n(n+ 1) + 1 = (n+ 1)2}であるので，D上

の最少 Z彩色数は n2 + n+ 3である.
(3)の証明

トーラス絡み目 T (pn, n)の図式Dが図 3で表されているものとする．

このDは最小図式であることが知られている．

ある平行な弧の色を t(1, 0, · · · , 0, 1)と固定すると次のように彩色が可能である.

このときD上に現れる色は {0, 1, 2, 3}となり，D上の最少 Z彩色数は 4であることがわかる. .
□
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