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概 要

ハンドル体結び目とは 3次元球面に埋め込まれたハンドル体のことであり，
ハンドル体結び目をいくつかのメリディアン円板で切り開いて得られるハン
ドル体結び目を，そのハンドル体結び目の constituentハンドル体結び目と
いう．一般にあるハンドル体結び目に対し，その constituentハンドル体結び
目は無数に存在する．またハンドル体結び目の cutting数とは，そのハンド
ル体結び目が自明になるために必要な切り開くメリディアン円板の最小数で
定義される．本稿では，constituentハンドル体結び目が満たすべき必要条件
及び cutting数に関する評価式を与える．

1. Constituentハンドル体結び目とcutting数
ハンドル体結び目 [1]とは，3次元球面S3に埋め込まれたハンドル体のことであり，結
び目の種数に関する一般化とみなすことができる．2つのハンドル体結び目H1, H2が
同値であるとは，S3の向きを保つ自己同相写像fが存在してf(H1) = H2が成り立つこ
とであり，このときH1

∼= H2と表す．また，ハンドル体結び目が自明であるとは，そ
の外部がハンドル体となることである．本稿では，種数gの自明なハンドル体結び目を
Ogと表す．また本稿では，種数1のハンドル体結び目にはそのスパインであるS1の向
きが一つ与えられているものとする．空間3価グラフとは，S3に埋め込まれた3価グラ
フのことであり，空間3価グラフのY-orientationとは，全ての頂点での入次数，出次
数が共に1以上になるように空間3価グラフの各辺に向きを入れることである（図1）．
任意のY-oriented空間3価グラフK及びハンドル体結び目Hに対して，HがKの正則
近傍となっているとき（特に種数 1の時はHのスパインの向きと一致しているとき），
KはHを表すという．任意のハンドル体結び目はあるY-oriented空間 3価グラフで表
すことができる．また，ハンドル体結び目Hのダイアグラムを，Hを表すY-oriented

空間3価グラフKのダイアグラムで定義する．このとき，次の定理が成り立つ．

図 1: Y-orientations．

定理 1.1 ([2]). D1，D2をそれぞれハンドル体結び目H1，H2のダイアグラムとする．
このとき，H1とH2が同値であることと，D1とD2が有限回の Y-orientationを保つ
R1–R6変形（図2）で移り合うことは同値である．
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図 2: Reidemeister変形．

本稿では，ハンドル体結び目のダイアグラムDに対して，Dのアーク全体の集合を
A(D)で表す．また，任意のm ∈ Z≥0に対して，Zm := Z/mZと定める．
H，H ′をそれぞれ種数 g，g′ (g′ < g)のハンドル体結び目とする．このとき，Hの
メリディアン円板∆i(1 ≤ i ≤ l)が存在して，任意の i, j(i ̸= j)に対して∆i ∩ ∆j = ∅
かつH −

∪l
i=1 intNbd(∆i) ∼= H ′を満たすとき，H ′をH の constituentハンドル体

結び目といい，H ′ < Hで表す．また，Hのメリディアン円板の集合 {∆1, . . . ,∆l}が
H の cutting systemであるとは，任意の i, j(i ̸= j)に対して ∆i ∩ ∆j = ∅ かつ
H −

∪l
i=1 intNbd(∆i) ∼= Og−l が成り立つことである．ここで，O0はS3に埋め込まれ

た3次元球体を表す．このとき，Hのcutting数Cut(H)を

Cut(H) := min{ l | ∃{∆1, . . . ,∆l} : Hの cutting system }

で定める．

注意 1.2. 定義から直ちに次が従う．

• Cut(H) = g −max{ g′ | ∃Og′ < H }が成り立つ．

• 任意の種数gハンドル体結び目Hに対して，0 ≤ Cut(H) ≤ gが成り立つ．特に，
Hが自明であることとCut(H) = 0であることは同値である．

• ハンドル体結び目Hのトンネル数をt(H)と表すとき，t(H) = min{ i |H < Og+i }
が成り立つ．

2. カンドルのG族
本章ではまず初めに，カンドルの定義を復習する．

定義 2.1 ([5, 6]). 空でない集合Xが次を満たす二項演算 ∗ : X ×X → Xを持つとき，
Xをカンドルという．

• 任意のx ∈ Xに対して，x ∗ x = x．

• 任意の y ∈ Xに対して，写像Sy : X → X;x 7→ x ∗ yは全単射である．

• 任意のx, y, z ∈ Xに対して，(x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)．
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ここで，カンドルXの型 (type)を

typeX = min{n ∈ Z>0 | a ∗n b = a (∀a, b ∈ X)}

で定義する．ただし，任意の i ∈ Zおよびa, b ∈ Xに対して，a ∗i b := Si
b(a)と定める．

また，そのような自然数nが存在しないとき，typeX := ∞と定める．任意の有限カ
ンドルは有限の型を持つことが知られている．
Rを可換環，XをR[t±1]-加群とする．このとき，任意のx, y ∈ Xに対して，x ∗ y =

tx+ (1− t)yと定めるとXはカンドルとなる．これをAlexanderカンドルと呼ぶ．
次に，カンドルのG族の定義を紹介する．

定義 2.2 ([3]). Gを単位元 eを持つ群とする．空でない集合Xが次を満たす二項演算
の族∗g : X ×X → X(g ∈ G)を持つとき，XをカンドルのG族という．

• 任意のx ∈ X及び g ∈ Gに対して，x ∗g x = x．

• 任意のx, y ∈ X及び g, h ∈ Gに対して，x ∗gh y = (x ∗g y) ∗h y，x ∗e y = x．

• 任意のx, y, z ∈ X及び g, h ∈ Gに対して，(x ∗g y) ∗h z = (x ∗h z) ∗h−1gh (y ∗h z)．

Rを環，Gを単位元 eを持つ群，Xを右R[G]-加群とする．ここで，R[G]はGのR

上の群環を表す．このとき，任意のx, y ∈ X，g ∈ Gに対してx ∗g y = xg+ y(e− g)と
定めると (X, {∗g}g∈G)はカンドルのG族となる [3]．これをAlexanderカンドルのG

族という．(X, ∗)をカンドル，m := typeXとする．このとき，任意のk ∈ Z≥0に対し
て，(X, {∗i}i∈Zkm

)はカンドルのZkm族である [3]．特に，Xが Alexanderカンドルの
とき，(X, {∗i}i∈Zkm

)をAlexanderカンドルのZkm族と呼ぶ．

3. カンドルのG族彩色
本章では，ハンドル体結び目のダイアグラムに対して，カンドルのG族による彩色を定
義する．Gを単位元eを持つ群，Dをハンドル体結び目Hのダイアグラムとする．この
とき，DのG-flowとは，Dの各交点及び頂点で図3の条件を満たす写像ϕ : A(D) → G

のことである．ここで，DのG-flow ϕが自明であるとは，Im(ϕ) = {e}を満たすことで
ある．本稿では混同を避けるため，Gの元をしばしば下線付きの文字で表す．G-flow ϕ

の与えられたダイアグラムDを (D,ϕ)で表し，HのG-flowedダイアグラムという．ま
た，Flow(D;G) := {ϕ | ϕ : DのG−flow} と定める．また，DのG-flowはπ1(S

3 −H)

からGへの表現と同一視できる．

図 3: G-flow．
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Dをハンドル体結び目Hのダイアグラムとし，D′をDから 1回のR1–R6変形によ
り得られるダイアグラムとする．このとき，任意のϕ ∈ Flow(D;G)に対して，変形を
施した場所以外ではϕと一致するようなϕ′ ∈ Flow(D′;G)が唯一つ存在する．したがっ
て，#Flow(D;G) はハンドル体結び目Hの不変量となる．また，この ϕ′を ϕの付随
G-flowといい，(D′, ϕ′)を (D,ϕ)の付随G-flowedダイアグラムという．
XをカンドルのG族とし，(D,ϕ)をハンドル体結び目のG-flowedダイアグラムとす
る. このとき，(D,ϕ)のX-彩色とは，(D,ϕ)の各交点及び頂点で図4の条件を満たす写
像C : A(D,ϕ) → X のことである．ここで，(D,ϕ)のX-彩色Cが自明であるとは，C

が定値写像であることである．また，ColX(D,ϕ) := {C | C : (D,ϕ)のX-彩色 } と定
める．DのG-flow ϕが自明彩色G-flowであるとは，任意のカンドルのG族Y に対し
て，(D,ϕ)の任意のY -彩色が自明であることである．また，Flowtrivial(D;G) := {ϕ ∈
Flow(D;G) | ϕ :自明彩色G-flow} と定める．なお，XがAlexanderカンドルのG族か
つ体のとき，ColX(D,ϕ)はX上のベクトル空間となることが知られている．

図 4: カンドルのG族彩色．

命題 3.1 ([3]). XをカンドルのG族とし，(D,ϕ)をハンドル体結び目のG-flowedダイア
グラム，(D′, ϕ′)を (D,ϕ)の付随G-flowedダイアグラムとする．このとき，任意のC ∈
ColX(D,ϕ)に対して，変形を施した場所以外ではCと一致するようなC ′ ∈ ColX(D

′, ϕ′)

が唯一つ存在する．

命題3.1より，#ColX(D,ϕ) = #ColX(D
′, ϕ′) を得る．

補題 3.2. (D,ϕ)をハンドル体結び目のG-flowedダイアグラムとする．このとき，任
意のカンドルのG族Xに対して，#ColX(D,ϕ) ≥ #Xが成り立つ．特に，自明なハン
ドル体結び目のG-flowedダイアグラム (Og, ϕ)に対して，#ColX(Og, ϕ) = #Xが成り
立つ．

例 3.3. 種数 gの自明ハンドル体結び目 Og の図 5で表されるダイアグラムを同じく
Ogで表す．このとき，任意のカンドルのG族X及びOgの任意のG-flowedダイアグ
ラム (Og, ϕ)に対して，#ColX(Og, ϕ) = #X を示す．まず，Ogの任意のG-flow ϕは
ai ∈ G (i = 1, . . . , g)とGの単位元eを用いて図5のように表せる．次に，(Og, ϕ)のX-

彩色を考える．最も左側のループにx ∈ Xを対応させたとすると，残りのアークに対
応するXの元は図5にように一意に定まる．したがって，#ColX(Og, ϕ) = #Xである．

4. 主結果
本章では，constituentハンドル体結び目が満たすべき必要条件及び cutting数に関する
評価式を与える．
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図 5: 自明ハンドル体結び目Og．

定理 4.1. H，H ′をそれぞれ種数g，g′ (g′ < g)のハンドル体結び目，DをHのダイア
グラム，(D′, ϕ′)をH ′のG-flowedダイアグラムとする．XをAlexanderカンドルのG

族かつ体とするとき，次が成り立つ．

(1) H ′がHのconstituentハンドル体結び目であるとき，あるϕ ∈ Flow(D;G)が存在
して，dimX ColX(D

′, ϕ′)− dimX ColX(D,ϕ) ≤ g − g′ が成り立つ．

(2) g − log|G| #Flowtrivial(D;G) ≤ Cut(H)．

5. 例
例 5.1. K，Hをそれぞれ図6で表されるハンドル体結び目とする（Kは結び目818，H

は種数2のハンドル体結び目51[4]である）．KのZ2-flowedダイアグラム (D′, ϕ′) 及び
HのダイアグラムDを図6のように与える．また，X := Z3[t

±1]/(t+ 1)とおくと，X

はAlexanderカンドルのZ2族かつ体であり，dimX ColX(D
′, ϕ′) = 3である．一方，任

意の ϕ ∈ Flow(D;Z2)に対して，dimX ColX(D
′, ϕ′) = 1が成り立つ．したがって，任

意のϕ ∈ Flow(D;Z2)に対してdimX ColX(D
′, ϕ′)− dimX ColX(D,ϕ) = 1であり，定理

4.1(1)より，KはHの constituentハンドル体結び目ではない．

図 6: ハンドル体結び目K，H．

例 5.2. Hgを図 7で表される種数 gハンドル体結び目とし，Dgをそのダイアグラムと
する．X := Z2[t

±1]/(t2 + t+ 1)とおくと，XはAlexanderカンドルのZ3族かつ体であ
る．このとき，任意の非自明なDgのZ3-flow ϕに対して，(Dg, ϕ)の非自明なX-彩色
が存在する．すなわち，#Flowtrivial(Dg;Z3) = #{ϕ : trivial Z3-flow} = 1 が成り立つ．
したがって，定理4.1(2)より，g ≤ Cut(Hg)である．以上より，Cut(Hg) = gを得る．
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図 7: 種数 gハンドル体結び目Hg.
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