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概 要

　本稿では研究集会「結び目の数学X」での講演内容の詳細を述べる。内容
はpreprint[Uek17b]の和訳に [Uek18]の予告を加えたものである。

　まず、完備群環 Ẑ[[tẐ]]と結び目の完備Alexander加群について幾つかの性
質を調べる。然る後に、2つの結び目J,Kの結び目群の副有限完備化たちが
同型であるならば、JとKのAlexander多項式∆J(t)と∆K(t)が一致するこ
とを示す。後半では、結び目群の代数体のS整数環Oに値をもつ表現に付随
する捻れAlexander多項式について、少なくとも有限の不定性を除いて同様
の性質があることを述べ、証明の概略を与える。
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1. Introductionと定理1.1

2つの結び目を区別するにあたって、その上の有限次分岐被覆のホモロジー群の torsion

を比較することがしばしば有効であることが、経験的に知られている (e.g., [Per74],

[KS92])。有限次被覆のホモロジー群の torsionは結び目群の副有限完備化によって決ま
る (cf. Remark 4.2)。なので、結び目群の副有限完備化（の位相同型類）が如何なる幾
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何学を知っているか、という問は興味深い。これは言い換えると、結び目群の有限商
の全体（が成す逆系）は何を知っているか、という問である。
本稿の第一の目的は、任意の結び目について、結び目群の副有限完備化がそのAlexan-

der多項式を決定すること（定理 1.1の意味で）を示すことである。
一般に 3次元多様体の基本群 πはその副有限完備化 π̂に自然に包含される (Hempel

[Hem87] + Perelman [Per02], [Per03b], [Per03a])。Grothendieckは有限生成で（有限表
示を持ち）かつ剰余有限な群がその副有限完備化から決まるかどうかは興味深い問題
であると述べていたが ([Gro70])、近年になって有限型であるような否定的な具体例が
与えられた (Bridson–Grunewald [BG04])。なお有限表示を持つと限らない否定的具体
例はPlatonov–Tavgen ([PT86])によって与えられていた。
どのような幾何学的性質が π̂によって決定されるのかは、非常に微妙な問題であり、
まだまだ解明されていない。これについてSection 2で詳しい背景と関連する話題を述
べる。
主結果の先行研究を振り返る: BridsonとReidは八の字結び目群の完備化を他の3次
元多様体のそれと区別した ([BR15])。これより八の字結び目のAlexander多項式はそ
の π̂で決まる。BoileauとFriedlは様々な条件下で考察を行い、特にAlexander多項式
が1の冪根を根に持たないような結び目のクラスに対して、そのAlexander多項式が π̂

によって決まることを示した ([BF15, Proposition 4.10])。その証明はZ/nZ被覆に対す
るFoxの公式 ([Fox56])とFriedの命題 ([Fri88])を併せることで与えられた。我々の定
理は彼らの結果を完全に一般化する。本稿表題にある主張の正確な意味は次の定理に
よって与えられる:

定理 1.1 J,KをS3内の結び目とし、結び目群の副有限完備化上の同型 π̂1(S
3 − J)

∼=→
π̂1(S

3−K)が与えられていたとする。このときAlexander多項式について∆J(t)=̇∆K(t)

である。ここに =̇はZ[tZ]の単数倍を除いて等しいことを意味する。

証明のアイディアは、[BF15]を改良することである。我々は群の位数を比較するだけ
でなく、完備群環 Ẑ[[tẐ]]上の完備Alexander加群の同型を導き、そのFittingイデアル
を比較する。そのために、まずSection 3で、Ẑ[[tẐ]]の性質を調べる。これは分岐 Ẑ被
覆の研究や数論等への応用 (e.g., [Uek17a], [Asa08])も期待する。特に、完備群環 Ẑ[[tẐ]]
において、任意の元 0 ̸= f(t) ∈ Z[t]は非零因子であることを示す (Lemma 3.3)。次
にSection 4で、結び目の分岐Z/nZ被覆の逆系を考えて、完備群環 Ẑ[[tẐ]]のイデアル
の等式を得る。また結び目の完備Alexander加群を定義して調べる。以上を踏まえて、
Section 5で我々の定理 1.1の証明を与える。Section 6では捻れAlexander多項式への
拡張について論じる。
なお本論文では Ẑで完備整数環 lim←−n

Z/nZを、また各素数 pに対してZpで p進整数
環 lim←−n

Z/pnZを表す。

2. 一般的な背景
この節では、本研究の一般的な背景、関連する結果、また先の見通しについて概説す
る。以下のうち、副有限完備化の定義以外は後の節で用いない。なお副有限群に関す
る基礎文献は [RZ10]である。
離散群 πに対して、その副有限完備化 π̂とは、まずΓが πの指数有限正規部分群を
走るときの逆極限 lim←−Γ

π/Γで定義される群を考え、そこに各Γに対し自然な射影の核
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Ker(π̂ → π/Γ)が開部分群となるような最弱の位相を備えさせることで得られる、位相
群である。
離散群πが剰余有限とは、各 g ∈ πに対して、πの有限商であって gの像が非自明な
ものが存在することをいう。この条件は、副有限完備化への自然な射π → π̂が単射で
あることと同値である。
剰余有限な離散群πがGrothendieck rigidであるとは、どの部分群Γ < πも包含写像
が副有限完備化の同型 Γ̂

∼=→ π̂を導かないことをいう。有限表示を持った有限生成群はい
つでもこの性質を満たすか？というGrothendieckの問題 ([Gro70])があったが、[BG04]

でその反例が与えられた。
このように、剰余有限を課しても、群の完備化は群の情報を一定の度合いで忘れる。
そしてその度合には、俄には分からない微妙さがある。

Hempelの結果 ([Hem87])と Perelmanによる幾何化予想の解決 ([Per02], [Per03b],

[Per03a])を合わせると、任意のコンパクトな３次元多様体は基本群が剰余有限であ
る。また Long–Reid([LR11])によると、幾何構造を持った閉３次元多様体の基本群は
Grothendieck rigidである。加えて、最近Boileau–Friedl([BF17])によって、トーラス
を境界に持つ有向 compact既約3次元多様体の基本群はGrothendieck rigidであること
が示された。しかし、異なる 2つの結び目の群の副有限完備化が同型となりうるか否
かは、未だに知られていないように思われる。
次に３次元多様体群の副有限完備化 π̂が 3次元多様体のどのような位相幾何的情報
を知っているかという問題に焦点を移す。本稿では「π̂が性質Pを決める」と言ったら
次を意味する：「MとNが3次元多様体であって π̂1(M) ∼= π̂1(N)を満たすとき、Mが
性質Pを持つこととNが性質Pを持つことは論理同値である。」（別の文脈では、Mが
性質Pを持つか否かを π̂1(M)から明示的に判定できることを意味する可能性がある。）
Wilton–Zalesskii([WZ17])によると、閉 3次元多様体が双曲的であるか否か、また

Seifert fiberedであるか否かが決定される。一方Funar([Fun13])やHempel([Hem14])に
よれば、区別のつかないトーラス束の組、また区別の付かないSeifert多様体の組があ
る。双曲的な3次元多様体については未解決である。
とくに結び目補空間については、次のような結果がある。Bridson–Reid([BR15])は八
の字結び目群の完備化を他の３次元多様体のそれと区別した。またBoileau–Friedl([BF15])

は各トーラス結び目および八の字結び目の群の完備化を、他の全ての結び目のそれと
区別できることを示した。加えて、Bridson–Reid–Wilton([BRW16])は、1st Betti数が
1であるコンパクト3次元多様体に対してファイバー性が基本群の副有限完備化で決ま
ることを示した。
なお結び目群の副有限完備化 π̂からAlexander多項式を具体的に記述する方法につ
いてはHillarの研究 [Hil05]があり、多項式が 1の冪根を根に持たないとき、次数が分
かっていれば、その巡回終結式の値たちから多項式を再構成するアルゴリズムが与え
られている。本稿の結果の後にも、根に関するを外した次の問題が残る：「結び目補空
間X = S3 −K上のn次巡回被覆{Xn → X}nについて、群の族{Ĥ1(Xn)}から結び目
KのAlexander多項式∆K(t)を再構成するアルゴリズムを与えよ。」

基本群の副有限完備化（副 sol完備化）が効果的に応用された最も重要な例としては、
捻れAlexander多項式が3次元多様体のfiber性を決定するというFriedl–Vidussiの定理
([FV11b])がある。なお [BF15]ではこれを用いて π̂が結び目群のfiber性を決定するこ
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とが示されていた。
最後に、素数と結び目の類似性について言及したい。代数体のZp拡大を扱う岩澤理
論と、結び目補空間の巡回被覆列を扱うAlexander–Fox理論の間には、思想的に密接
な関係があることが、Mazurによって初めに指摘された ([Maz64])。後年、Kapranov・
Reznikov・森下氏らによって、代数的整数論と低次元トポロジーの間の類似性が体系
的に記述され、その研究は数論的位相幾何学と呼ばれている (cf.[Mor12])。
基礎となる類似の一つは、３次元多様体M の基本群 π1(M)と、代数体 kの整数環
Okのエタール基本群πét

1 (SpecOk)であるが、このうち後者はもともと副有限群である。
なので、3次元多様体の副有限剛性の研究は、数論的位相幾何学に一つの視点を与える
（[Maz12, p.6]にも言及がある）。
切り口の候補として、例えばAlexander–Fox理論については、ある種の副有限環上
の表現に付随する捻れ不変量への拡張が肥田Mazur理論（ガロア変形理論）の観点か
ら調べられている (e.g., [MTTU17], [KMTT17])。また双曲体積が現れるホモロジー漸
近公式の研究があるが (e.g., [BV13], [Le16])、LückのL2-torsionに関する“楽観的予想”

から双曲体積の副有限剛性が従うという話題と同じ系統に思われる。
加えて、数論側の「遠アーベル幾何学」においては、数論的基本群から対象を再構
成する研究が行われている。中でも、望月氏によって導入されたと思しき「mono/bi-

anabelian」という用語は、このような再構成問題の定式化の区別を意図しているもの
と見受けられ、興味深い (cf. [Moc15, Remarks 3.7.3, 3.7.5])。

3. 代数的な補題
まずは言葉を確認してから、本節で用いる結果を2つ復習し、然る後に完備群環 Ẑ[[tẐ]]
について調べていく。
次数 dの多項式 f(t) =

∑
0≤i≤d ait

d−i ∈ Z[t]が相反（reciprocal, palindromicとも言
う）であるとは、ai = ad−iが全ての iに対して成り立つことをいう。
2つの多項式 f(t) =

∑
0≤i≤d ait

d−i と g(t) =
∑

0≤j≤e bjt
e−j ∈ Z[t]（d = deg f(t),

e = deg g(t)）に対し、終結式R(f(t), g(t)) ∈ Zとは、次の行列の行列式のことである:

Syl(f(x), g(x)) =



a0 a1 · · · am
. . .

. . .
. . .

a0 a1 · · · am
b0 b1 · · · bn

. . .
. . .

. . .

b0 b1 · · · bn


∈ Md+e(Z).

この行列は f と gの Sylvester行列と呼ばれ、多項式の係数 ai, biたちを成分に持つの
で、終結式の値は係数環Zに入る。Qの代数閉体Qにおいてαiとβjがf(t)とg(t)の根
を走る時、R(f(t), g(t)) = ae0b

d
0

∏
i,j(αi − βj)が成立つ。

Friedの命題は次のように述べられる:

命題 3.1 (Fried [Fri88, Proposition]) 相反多項式 f(t) ∈ R[t]と tn − 1の終結式
R(f(t), tn − 1)について、もし全てのn ∈ N>0に対してR(f(t), tn − 1) ̸= 0ならば、列
{|R(f(t), tn − 1)|}nはf(t)を決定する。

これは Artin–Mazur([AM65])による力学系のゼータ関数 B. (z) =
∑∞

n=1 |R(f(t), tn −
1)| zn

n
を考察することで示された。このB(z)はC上の有理関数に解析接続され、そこ

研究集会「結び目の数学 X」報告集  257



に f(t)の根の情報が現れる。この命題においてR(f(t), tn − 1) ≠ 0の仮定を外すこと
はできない。実際、例 3.7のFried’s pairなどがある。なおHillar([Hil05, Lemma 3.2])

によればR(f(t), tn − 1) ̸= 0を課さずともB(z)は有理関数である。このゼータ関数に
ついての最新の進捗としてBräunlingの研究 ([Bra17])がある。
次の命題はFoxの公式 ([Fox56])の部分的な代数的抽象化・一般化である。

命題 3.2 (Weber [Web79]) 多項式 0 ̸= f(t), g(t) ∈ Z[t]について、g(t)の最高次係
数と定数項が±1であるとする。f(t)と g(t)がQの代数閉包Qに共通根を持たない時、
Z[t]/(f(t), g(t))は有限群であり、その位数は |R(f(t), g(t))|である。

なおR(f(t), tn − 1) = 0であることは、m|nであるようなあるm ∈ Nに対して f(t)

が 1の原始m乗根を根に持つことと等価である。1の原始m乗根のQ上の最小多項式
Φm(t)をm-th円分多項式と呼ぶ。これは定義から1の原始m乗根を根にもつQ上既約
なmonic多項式であるが、その性質として、1の原始m乗根を全て根に持ち、相反で
あり、係数は整数である。また

∏
m|nΦm(t) = tn − 1を満たす。Qの代数閉包Qを固定

し、各n ∈ N>0に対して1の原始n乗根 ζn ∈ Qを取っておく。
完備群環 Ẑ[[tẐ]]は lim←−n

Ẑ[tZ/nZ]によって定義され、lim←−n
Ẑ[t]/(tn − 1)とも同一視さ

れる。合成 Ẑ[tZ] ↪→ Ẑ[[tẐ]] → Ẑ[tZ/nZ]は自然な全射なので、各階への射影 Ẑ[[tẐ]] ↠
Ẑ[tZ/nZ]は全射である。Z[t]を自然に Ẑ[[tẐ]]の部分環とみなす。自然な分解 Ẑ ∼=

∏
p Zp

と Ẑ[[tẐ]] ∼=
∏

p Zp[[t
Ẑ]] がある。実際、各m ∈ Nの素因数分解m =

∏
i p

ei
i を考えると

中国剰余定理による同型Z/mZ ∼=
∏

i Z/p
ei
i Zがあり、よって各n ∈ Nに対し係数の分

解Z/mZ[tZ/nZ] ∼=
∏

i(Z/p
ei
i Z[tZ/nZ])がある。逆極限は各階の直積と整合的なので、完

備群環の自然な分解を得る。Ẑは整域ではないがZpは整域であるため、Zp係数に落と
すと議論がしやすい。各素数pに対してp進数体Qpの代数閉包の完備化をCpとし、埋
め込みQ ↪→ Cpを固定する。
各Zp[[t

Ẑ]]の元 gには1の冪根を代入できることを説明する。まず各mに対して自然
な写像modΦm : Zp[[t

Ẑ]] ↠ Zp[t]/(Φm(t))がある。実際、m|nなる各nに対して自然な
写像Zp[[t

Ẑ]] ↠ Zp[t
Z/nZ] ∼= Zp[t]/(t

n− 1) ↠ Zp[t]/(Φm(t)) を考える。{Zp[t
Z/nZ]}nが逆

系を成すことから、この射はnに依らない。
Zp[t]において円分多項式Φm(t)は既約とは限らない。例えばm|(p− 1)ならばZpは

1の原始m乗根を持つことが知られている。これは主にHenselの補題による ([Gou97,

p.112])。いまϕ(t) ∈ Zp[t]をΦm(t)の既約因子とし、ζ ∈ Qをϕ(t)の根とすると、自然な
同型Zp[t]/(ϕ(t)) ∼= Zp[ζ]がある。各 g ∈ Ẑ[[tẐ]]の写像 Ẑ[[tẐ]] ↠ Zp[[t

Ẑ]] ↠ Zp[t
Z/nZ] ↠

Zp[t]/(Φm(t)) ↠ Zp[t]/(ϕ(t)) ∼= Zp[ζ]による像を g(ζ)と書く。

補題 3.3 完備群環 Ẑ[[tẐ]]において、任意の元0 ̸= f(t) ∈ Z[t]は零因子でない。

証明. 各既約元 f(t) ∈ Z[t]について示せば良い。分解 Ẑ[[tẐ]] ∼=
∏

p Zp[[t
Ẑ]]を考える。

Ẑ[[tẐ]]の元の各Zp[[t
Ẑ]]での像を同じ文字で表す。もしg ∈ Ẑ[[tẐ]]に対してf(t)g = 0な

らば、各 pに対してZp[[t
Ẑ]]での像について再び f(t)g = 0である。各Zp[[t

Ẑ]]において
f(t) ̸= 0であるから、各Zp[[t

Ẑ]]においてf(t)が零因子でないことを示せば良い。

Case 1. まず f(t)が円分多項式でない場合を考える。まずZpは一意分解整域なの
で、Gaussの補題によりZp[t]も一意分解整域である。Zp[t]における素元分解 tn − 1 =∏

µ ϕµ(t)を考え、各µに対しϕµ(t)の根 ζµを取る。Zp[t
Z/nZ]において∩µ(ϕµ(t)) = 0な
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ので、自然な単射Zp[t
Z/nZ] ↪→

∏
µ Zp[t]/(ϕµ(t)) ∼=

∏
Zp[ζµ]がある。各直積成分Zp[ζµ]

は整域であり、そこでの f(t)の像は f(ζµ)で与えられる。このようにZp[t
Z/nZ]から整

域たちの直積への単射があり、行き先の各直積成分での像は零でない。よって f(t)の
各Zp[t

Z/nZ]での像は零因子でなく、よってZp[[t
Ẑ]]においても零因子でない。

Case 2. 今度は、各m ∈ N>0に対してf(t) = Φm(t)がZp[[t
Ẑ]]の零因子でないこと

を、3つのStepに分けて示す。
Step 1. まず各k ∈ Nに対して零化イデアルの包含Ann(Φm(t)

k) ⊂ (Φm(t))があるこ
とを、i) Ann(Φm(t)

k) ⊂ Ker(modΦm(t)), ii) Ker(modΦm(t)) = (Φm(t))の順で示す:

i) Φm(t)
kg = 0なる g ∈ Zp[[t

Ẑ]]を取る。1の各原始m乗根 ξに対して g(ξ) = 0を言
う。ξ = ζmとして良い。g = (gn(t)mod(tn − 1))n, gn(t) ∈ Zp[t]と書く。特にn = mpr

なる各 r, n ∈ Nを考える。Φm(t)
kgn(t) = 0mod(tn − 1)より、gn(t)はΨn,m(t) := (tn −

1)/Φm(t) ∈ Zp[t]を因子にもつ。ζmを代入した値について |Ψn,m(ζm)|p ≤ |n|p = |pr|pが
成り立つ。qn(t) := gn(t)/Ψn,m(t) ∈ Zp[t]なので |qn(ζm)|p ≤ 1である。値gn(ζm) = g(ζm)

はnに依らない。limr→∞ |pr|p = 0だから、g(ζm) = 0である。
ii)いまZp[[t

Ẑ]]の位相としてイデアルの族{Ker(Zp[[t
Ẑ]] ↠ Z/psZ[tZ/nZ])}s,n∈Nを0の

基本近傍系とするものを考える。写像modΦm(t) : Zp[[t
Ẑ]] ↠ Zp[t]/(Φm(t)) のKerは

閉集合であって (Φm(t))を稠密部分集合に持つ。いまZp[[t
Ẑ]]は compactかつHausdorff

な位相空間である。Φm(t)倍写像はその上の連続写像であるから、閉写像である。よっ
てその像であるイデアル (Φm(t))は閉集合であり、(Φm(t)) = Ker(modΦm(t))となる。

Step 2. 次に “M ⊂ IM”型の包含を用意する。いまAnn(Φm(t)
k)の元 gを取ると、

上で示した包含により g = Φm(t)hなる元 hがある。Φm(t)
kg = Φm(t)

k+1h = 0より
h ∈ Ann(Φm(t)

k+1)である。よってAnn(Φm(t)
k) ⊂ Φm(t)(Ann(Φm(t)

k+1))を得る。こ
こで{Ann(Φm(t)

k)}kは包含に関する増大列を成すので、∪kを取ると次を得る:

∪kAnn(Φm(t)
k) ⊂ Φm(t)(∪kAnn(Φm(t)

k)).

Step 3. さて、g ∈ Zp[[t
Ẑ]]についてΦm(t)g = 0を仮定する。各 nに対し、環A :=

Zp[t
Z/nZ]における∪kAnn(Φm(t)

k)の像をM、(Φm(t))の像をIとし、gのMでの像を再
びgと書く。AはNoether環でありM ⊂ Aなので、Mは有限生成A加群である。また
今見たようにM ⊂ IMである。よって良く知られたNAK（中山, 東屋, Krull）の補題
の変種 (cf. [AM69, Corollary 2.5])により、あるα ∈ Aについてα− 1 ∈ IかつαM = 0

である。α− 1 = βΦm(t)なるβ ∈ Aがある。g ∈Mゆえαg = (1 + βΦm(t))g = 0とな
る。仮定Φm(t)g = 0から g = 0 in Aを得る。以上から g = 0 in Zp[[t

Ẑ]]である。
以上で f(t) = Φm(t)が Zp[[t

Ẑ]]の零因子でないことが示された。よって補題も示さ
れた。■

補題 3.4 各円分多項式Φm(t)および単数v ∈ Ẑに対して、Φm(t
v)/Φm(t)なる Ẑ[[tẐ]]の

元が定まり、これは Ẑ[[tẐ]]の単数である。

証明. 環 Ẑ[[tẐ]]は{Ker(Ẑ[[tẐ]] ↠ Z/n1Z[tZ/n2Z]}n1,n2を 0の基本近傍系とする位相につ
いて compact Hausdorff位相環である。Zp[[t

Ẑ]]の場合と同様の議論により、自然な射
modΦm(t) : Ẑ[[tẐ]] ↠ Ẑ[t]/(Φm(t))があり、また Ẑ[[tẐ]]のイデアルの等式 (Φm(t)) =

Ker(modΦm(t))がある。Φm(t
v) ∈ Ker(modΦm(t))なので、Φm(t

v) ∈ (Φm(t))である。
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よってΦm(t
v) = Φm(t)fなる f ∈ Ẑ[[tẐ]]がある。また s = tvとおくと、同様の議論に

よって、Φm(t) = Φm(s
−v) ∈ Ker(modΦm(s)) = (Φm(s)) = (Φm(t

v))となる。よって
Φm(t) = Φm(t

v)gなる g ∈ Ẑ[[tẐ]]がある。いまΦm(t) = Φm(t)fgである。Φm(t)は補題
3.3により零因子でないので、1− fg = 0となり、f = Φm(t

v)/Φm(t)は Ẑ[[tẐ]]の単数で
ある。■

補題 3.5 多項式 f(t), g(t) ∈ Z[t]と Ẑの単数 v に対して、Ẑ[[tẐ]]のイデアルとして
(f(t)) = (g(tv))と仮定する。このとき各m-th円分多項式Φm(t)について、Φm(t)|f(t)と
Φm(t)|g(t)は等価である。またΦm(t)|f(t)のとき、̂Z[[tẐ]]のイデアルとして(f(t)/Φm(t)) =

(g(tv)/Φm(t
v))が成り立つ。

証明. 1の原始m乗根 ζmと Ẑの単数 vに対して ζvmが定義され、これは再び1の原始m

乗根である。よって2つの等式 g(ζm) = 0と g(ζvm) = 0は等価である。
pを勝手な素数とし、modΦm(t) または mod(t− ζm)による射影 Ẑ[[tẐ]] ↠ Zp[[t

Ẑ]] ↠
Zp[t]/(Φm(t)) ↠ Zp[ζm]を考える。̂Z[[tẐ]]のイデアルの等式(f(t)) = (g(tν))から、Zp[ζm]

のイデアルの等式 (f(ζm)) = (g(ζvm))を得る。
いま f(t)がΦm(t)を因子に持つと仮定すると、f(ζm) = 0であるから g(ζvm) = 0であ
る。よって g(ζm) = 0であり、g(t)もΦm(t)を因子に持つ。補題 3.3により、Φm(t)は
Ẑ[[tẐ]]において零因子ではない。補題3.4より、Φm(t

v)/Φm(t)は単数である。以上から
(f(t)/Φm(t)) = (g(tν)/Φm(t)) = (g(tν)/Φm(t

v)) という完備群環 Ẑ[[tẐ]]のイデアルの等
式を得る。■

補題 3.6 相反多項式 f(t), g(t) ∈ Z[t]と Ẑの単数 vに対して、Ẑ[[tẐ]]のイデアルとして
(f(t)) = (g(tv))と仮定する。このときZ[tZ]の単数倍を除きf(t)と g(t)は一致する。

証明. 補題 3.5によって f(t)と g(t)の共通因子である円分多項式を全てキャンセル
することができる。相反多項式たちの商として得られる多項式もまた相反であること
に気をつける。残ったイデアルの等式について、[BF15, Proposition 4.10]と同様にし
て多項式の一致が従う。実際、円分多項式を因子に持たない多項式 f(t), g(t) ∈ Z[t]
ついて、(f(t)) = (g(tv))のとする。Weberの命題（[Web79]）により、Z[tZ/nZ]/(f(t))
は有限群であり、その位数は終結式を用いて |R(f(t), tn − 1)|で与えられる。よって
Ẑ[tZ/nZ]/(f(t)) = Z[tZ/nZ]/(f(t))である。いま v = (vnmodn)n, vn ∈ Zと書くと、終
結式について |R(f(t), tn − 1)| = |R(g(tvn), tn − 1)| = |R(g(t), tn − 1)|となる。よって
Friedの命題 (命題 3.1) によって結論を得る。■

円分多項式をキャンセルすることは、特定の階を見ているだけではうまくいかない。
逆極限を考えることが本質的に必要である。一方、完備群環 Ẑ[[tẐ]]の元に「代入」で
きるのは1の冪根だけなので、円分多項式でない多項式については、Ẑ[[tẐ]]のイデアル
の一致から多項式の一致を同じ方法で言うことはできない。Friedの命題もまた、本質
的に用いる必要がある。

例 3.7 p, qを相異なる素数とするとき、Fried’s pair (F (t), G(t))は次で与えられる:

F (t) = Φpq(t)Φp2q(t)Φpq2(t), G(t) = Φp2q2(t)Φpq(t)Φpq(t).

これらは全てのnに対して等しいn次巡回終結式を持つ ([Fri88])。
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加えて、f(t) = F (t)2G(t), g(t) = F (t)G(t)2とおくと、これらも同じ巡回終結式を
持つが、こられは更に、根の集合も等しい。我々の議論によって、 Ẑ[[tẐ]]のイデアル
として、任意のv ∈ Ẑ∗に対し、(F (t)) ̸= (G(tv))、また (f(t)) ̸= (g(tv))である。よって
これらは、商の族 (Ẑ[[sẐ]]/(F (s), sn − 1))n等を考えることで区別可能である。

4. 幾何的な補題
離散群πに対して副有限完備化とAbel化は可換である。πの副有限完備化のAbel化を
π̂abと書く。もし πが有限生成Abel群 (加法群)ならば π̂ ∼= π ⊗ Ẑである。もし πが有
限群ならば π̂ ∼= πである。ネーター環Rと有限生成R加群Mに対して、Fittingイデ
アルをFittR(M) ⊂ Rと書く。
次の補題は、結び目補空間の有限次被覆の基本群の副有限完備化が、結び目群の副
有限完備化から決まることを説明する。

補題 4.1 πを有限生成離散群とし、有限群への全射 π̂ ↠ Gを取り、導かれる全射π ↠ G

を考える。B := ker(π̂ ↠ G), Γ := ker(π ↠ G)とおくと、包含写像Γ ↪→ Bは副有限完
備化の同型 Γ̂

∼=→ Bを導く。

証明. 群 πの指数有限正規部分群の全体Pは、包含と逆向きの向きについて可算有向
集合である。実際、P1, P2 ∈ Pを取るとP1 ∩ P2 ∈ Pである。
いま Γは πの指数有限な正規部分群である。Γの指数有限正規部分群の全体を Gと
置く。P ′ := G ∩ P と置く。P の任意の元 P に対して P ′ ⊂ P なる P ′ ∈ P ′が存在
する。実際、P ′ = P ∩ Γとすれば良い。また Gの任意の元 P に対して P ′ ⊂ P なる
P ′ ∈ P ′が存在する。実際、P の π共役の全体の交わりをP ′とすれば良い。これらよ
り、lim←−P∈P ′ Γ/P

∼= lim←−P∈G Γ/P = Γ̂、また lim←−P∈P ′ π/P
∼= lim←−P∈P π/P = π̂という自然

な同型がある。各P ∈ P ′に対してΓ/P = ker(π/P ↠ G)なので自然な同型 Γ̂
∼=→ Bが

ある。■

注 4.2 補題4.1によって、基本群の副有限完備化と有限次被覆のホモロジー群の torsion

との関係が説明される: 2つの結び目群π, π′および完備化上の同型 π̂′ ∼=→ π̂、また有限
群への全射π ↠ Gがあったとする。導かれる全射π ↪→ π̂ ↠ Gとπ′ ↪→ π̂′ ∼=→ π̂ ↠ Gに
対応する被覆XG → S3 − JとYG → S3 −Kを考える。すると同型 π̂1(XG)

∼=→ π̂1(YG)

が導かれる。ここで副有限完備化とabel化は可換であり、また有限生成abel群に対し
て副有限完備化はZ-torsionを保つので、Z-torsion上の同型H1(XG)tor

∼=→ H1(YG)torが
導かれる。
これより特に、結び目群の完備環上の表現に付随する有限次被覆の逆系を考えた時、
その 1次ホモロジー群のZ-torsionたちは、π̂から決まる。なので、非アーベル被覆に
付随する不変量についても、副有限剛性を議論することが可能と見られる。

さて次に、定理の証明を与えるために、完備Alexander加群たちの間に完備群環 Ẑ[[tẐ]]
上の加群としての同型を導き、イデアルの等式を得る:

補題 4.3 J,KをS3内の結び目とし、結び目群の副有限完備化上の同型φ : π̂1(S
3−J)

∼=→
π̂1(S

3 −K)が与えられていたとする。このとき、ある Ẑの単数 vがあって Ẑ[[tẐ]]のイ
デアルとして (∆J(t

v)) = (∆K(t))である。
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証明. まずJ,Kの補空間の基本群のAbel化の元としてJ,Kのメリディアンを取り s, t

と書く。するとπ1(S
3 − J)ab = sZ, π1(S

3 −K)ab = tZである。またAbel化と副有限完
備化は可換なので、完備基本群の同型が導く同型φ : π̂1(S

3 − J)ab
∼=→ π̂1(S

3 −K)ab が
ある。π̂1(S3 − J)ab = sẐ, π̂1(S

3 −K)ab = tẐである。φによる tの逆像φ−1(t)をまた t

と書くと、s = tvなる Ẑの単数 vがある。
次に各 Z/nZ被覆 Xn → S3 − J , Yn → S3 − K を考える。またその Fox完備化
をMn → S3, Nn → S3 とする ([Fox57])。いま同型 π̂1(S

3 − J)ab
∼=→ Ẑ; s 7→ v と

π̂1(S
3 − K)ab

∼=→ Ẑ; t 7→ 1、及び完備基本群上の同型が導く同型 φは次の可換図式を
なす:

π̂1(S
3 − J) // //

∼=φ

��

π̂1(S
3 − J)ab

∼=φ

��

∼= // Ẑ

π̂1(S
3 −K) // // π̂1(S

3 −K)ab
∼= // Ẑ

一行目と自然な射影 Ẑ ↠ Z/nZの合成を考ると、補題 4.1により自然な同型 π̂1(Xn) ∼=
ker(π̂1(S

3−J)→ Z/nZ)がある。Hurewicz同型、Mayer–Vietoris完全列、およびWang

完全列が導く、良く知られた自然な同型 π̂1(Xn)
ab ∼= Ĥ1(Xn) および完全列0→ snẐ →

Ĥ1(Xn)→ Ĥ1(Mn)→ 0がある。ここに共役作用が導くsの自然な作用があってĤ1(Mn)
∼= Ĥ1(Xn)/s

nẐ は Ẑ[sZ/nZ]加群となる。同様にして、Ĥ1(Nn)は Ẑ[tZ/nZ]加群となる。
いま各nに対し同型 π̂1(S

3−J) ∼= π̂1(S
3−K) ↠ Z/nZがある。よって注意4.2の議論に

よって、補題4.1から同型 π̂1(Xn) ∼= π̂1(Yn)を得る。アーベル化と副有限完備化は可換な
ので、Hurewicz同型からĤ1(Xn) ∼= Ĥ1(Yn)を得る。同型snẐ ∼= tnẐは他の同型と可換で
あるから、群としての自然な同型φ : Ĥ1(Mn) ∼= Ĥ1(Xn)/s

nẐ ∼=→ Ĥ1(Yn)/t
nẐ ∼= Ĥ1(Nn)

を得る。
導かれる同型φ : sZ/nZ

∼=→ tZ/nZ; s 7→ tvmodnによって、sZ/nZ加群 Ĥ1(Mn)を Ẑ[tZ/nZ]
加群と見る。このとき、導かれる群同型φ : Ĥ1(Mn)

∼=→ Ĥ1(Nn)が tZ/nZ同変であるこ
とを確かめよう。横向きの完全列と導かれる同型が成す次のような可換図式があるこ
とに留意しておく:

0 // Bn(J) //

∼=φ

��

π̂1(S
3 − J)
∼=φ

��

// Z/nZ // 0

0 // Bn(K) // π̂1(S
3 −K) // Z/nZ // 0.

sZ/nZと tZ/nZの作用は元の持ち上げの共役作用によって定義されるのだった。群の元
a, bに対して ab := b−1abと書く。完備基本群の同型が導く同型 φ : π̂1(Xn)

∼=→ π̂1(Yn)

を考える。Ĥ1(Mn)の元の π̂1(Xn) ⊂ π̂1(S
3 − J) への持ち上げ x, yと π̂1(S

3 − K)abの
元の π̂1(S

3 − J)への持ち上げ φ−1(r), φ−1(u)（r, u ∈ π̂1(S
3 − K)とする）に対して、

φ(xφ
−1(r)yφ

−1(u)) = φ(x)rφ(y)uである。これより、x̄, ȳ ∈ Ĥ1(Mn)と r̄, ū ∈ tZ/nZに対し
てφ(r̄x̄ + ūȳ) = r̄φ(x̄) + ūφ(ȳ)である。以上によりφ : Ĥ1(Mn)

∼=→ Ĥ1(Nn)は Ẑ[tZ/nZ]
加群の同型である。

ところで、Z被覆X∞ → S3 − JについてAlexander加群H1(X∞)は有限生成Z[sZ]
加群であり、そのFitting idealはFittZ[sZ](H1(X∞)) = (∆J(s)) ⊂ Z[sZ]である。つまり
Alexander加群の有限表示（完全列）Z[sZ]q Q−→ Z[sZ]q → H1(X∞) → 0 (q ∈ N, Q ∈
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Mq(Z[sZ]))があって(detQ) = (∆J(s)) in Z[sZ]が成り立つ(cf. [Rol90, Corollary 8.C.4])。
Wang完全列によるZ[sZ/nZ]加群の同型H1(Mn) ∼= H1(X∞)/(sn − 1)H1(X∞)がある。

これより各階の表示Z[sZ/nZ]q Qn−→ Z[sZ/nZ]q → H1(Mn) → 0, Qn = Qmod(sn − 1) ∈
Mq(Z[sZ/nZ])を得る。よってFittZ[sZ/nZ](H1(Mn)) = (detQn) = (∆J(s)mod(sn− 1)) in

Z[sZ/nZ]である。同様にしてFittZ[tZ/nZ](H1(Nn)) = ((∆K(t)mod(tn − 1)) in Z[tZ/nZ]で
ある。
同一視Ẑ[sZ/nZ] ∼= Ẑ[tZ/nZ]; s 7→ tvmodnを考える。先程のẐ[tZ/nZ]加群の同型Ĥ1(Mn) ∼=

Ĥ1(Nn)から、Fittingイデアルの等式

(∆J(s)mod(sn − 1)) = (∆J(t
v)mod(tn − 1)) = (∆K(t)mod(tn − 1))

in Ẑ[tZ/nZ]を得る。
一般にf ∈ Ẑ[[tẐ]]に対して自然な同型 (f) ∼= lim←−n

(f mod(tn− 1))がある。実際、各n

に対して、Knを自然な全射の制限mod(tn − 1) : (f) ↠ (f mod(tn − 1))のKernelとす
る。nは順序集合N′ := {m! | m ∈ N}を走るとして良い。このとき逆系 {Kn}nは全射
逆系ゆえ、Mittag–Leffler条件を満たし、よって lim←−

1

n
Kn = 0である。また lim←−n

Kn = 0

であるから、期待の同型を得る (e.g. [Jan88, Section 1])。
よってFittingイデアルの等式においてnについての逆極限を取ると、完備群環 Ẑ[[tẐ]]
のイデアルの等式 (∆J(t

v)) = (∆K(t))を得る。■

以下の議論は定理の証明には必要ないが、補題4.3に解釈を与える。補題4.3の記号
のもと、結び目J ⊂ S3の完備Alexander加群をHJ := lim←− Ĥ1(Mn)で定める。

補題 4.4 完備Alexander加群HJは有限生成 Ẑ[[sẐ]]加群であり、そのFittingイデアル
FittẐ[[sẐ]]HJは (∆J(s)) ⊂ Ẑ[[sẐ]]である。

証明. 前補題の証明における記号を用いる。H1(Mn)のQn ∈ Mq(Z[tZ/nZ])による有限
表示を考える。ẐはZ上平坦であるから、⊗Ẑは加群の完全列を保つ。よって Ĥ1(Mn)

の表示 Ẑ[sZ/n]q Q̂n−→ Ẑ[sZ/nZ]q → Ĥ1(Mn) → 0 を得る。ここに行列としては Q̂n = Qn

である。

nはN′ = {m! | m ∈ N}を走るとして良い。逆極限を取ると Ẑ[[sẐ]]q Q̂−→ Ẑ[[sẐ]]q →
HJ → lim←−

1

n
Ker Q̂n, Q̂ = (Qn)n ∈ Mq(Ẑ[[sẐ]]) という完全列を得る。{Ker Q̂n}nは全射

系なので lim←−
1

n
Ker Q̂n = 0である。こうしてHJの表示を得る:

Ẑ[[sẐ]]q Q̂−→ Ẑ[[sẐ]]q → HJ → 0.

これより特にHJは有限生成 Ẑ[[sẐ]]加群である。（このことは位相的中山の補題を用い
て抽象的に示す事もできる。）
いま (detQn) = (∆J(s)mod(sn − 1)) in Ẑ[sZ/nZ]なので、Ẑ[[sẐ]]のイデアルの等式

FittẐ[[sẐ]]HJ = (det Q̂) = lim←−n
(detQn) = (∆J(s))を得る。■

同一視 Ẑ[[sẐ]] ∼= Ẑ[[tẐ]]; s 7→ tvによってHJ は Ẑ[[tẐ]]加群である。同型 Ĥ1(Mn) ∼=
Ĥ1(Nn)はnを動かしたときの逆系と整合的なので、完備Alexander加群HJとHK :=

lim←−n
Ĥ1(Nn)の間に Ẑ[[tẐ]]加群の同型HJ

∼=→ HK ; t 7→ tが導かれる。補題 4.3で得られ
たイデアルの等式は、これらのFittingイデアルの等式である。
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5. 定理1.1の証明
定理1.1の証明. Alexander多項式はZ[tZ]の単数倍を除き相反なので、定理は 補題3.6

と補題4.3から即座に従う。■

一般に完備基本群の同型 π̂1(S
3 − J) → π̂1(S

3 −K)が与えられていたとき、これを
取り替えて J のメリディアンをK のメリディアンに送るような射を得られるとは限
らない。また相反多項式 g(t) ∈ Z[t]と Ẑの単数 vに対して、Ẑ[[tẐ]]のイデアルの等式
(g(t)) = (g(tv))が成り立つとは限らない。そのため Section 4で言えるのは補題 4.3の
ような主張に留まる。また、これらが成り立つ場合についても、多項式が決まること
を言うには、Section 3で行った代数的議論が必要である。

6. 捻れAlexander多項式と定理6.1

以後、Noether一意分解整域（以後UFDと書く）Oを固定する。本章では、結び目群
のGLn(O)表現に付随する捻れAlexander多項式について、副有限剛性の問題（定理
1.1の拡張）を考察する:

問題 Kを結び目とする。結び目群πKのNoether UFD O上の表現ρ : πK → GLn(O)

に付随する捻れAlexander多項式∆K,ρ(t)は、ρが導く副有限完備化上の連続表現 ρ̂ :

π̂K → GLn(Ô)から（抽象的に）復元できるか？

これは次のようにも言い換えられる:

問題 結び目Kが動くとき、結び目群の表現ρ : πK → GLn(O)の共役類・同型類の全
体をR、このような (K, ρ)に付随する捻れAlexander多項式∆K,ρ(t)の全体（O[tZ]の
元を単数倍で同一視したもの）をP、また ρから導かれる副有限完備化上の連続表現
ρ̂ : π̂K → GLn(Ô)の共役類・同型類の全体を R̂する。このとき対応F : R → P : (ρ :

πK → GLn(O)) 7→ ∆ρ,K(t)は、副有限完備化 ̂ : R → R̂; ρ 7→ ρ̂を経由するか？

特にOが代数体F の S整数環と呼ばれるCの部分環OF,Sである場合を考える。な
ぜなら、Ĉ = {0}であるのに対し ÔF,S は十分に大きく、また多くの GLn(C)表現が
GLn(OF,S)表現と見られるからである。諸々の定義は次節以降に詳しく述べる。結果
は上の問題を適当に制限する形で与えられる:

定理 6.1 Fを代数体、SをFの整数環の素イデアルの有限集合、O = OF,SをFのS整
数環かつUFDとする。O = OF,Sとし、結び目群のGLn(O)表現ρを考える。
(1) ∆K,ρ(t)が相反多項式のとき、各根へのF/Qの共役作用を除き、ρ̂から∆K,ρ(t)が
決まる。
(2) ∆K,ρ(t)の最小分解体に含まれる最大の円分拡大をQ(ζn)とするとき、有限個を
除くn|(p− 1)なる素数pに対し、∆K,ρ(t)の根は1のp− 1乗根倍を除き決まる。
(3) 環O[t]において分解する円分多項式の因子を∆K,ρ(t)が部分的に持つ時、避けら
れない不定性が生じる。

表現 ρが SL2値の時や、より一般に ρが自身の双対と共役である場合には、∆K,ρ(t)

は相反多項式であることが知られている ([Hil12])。∆K,ρ(t)が相反多項式と限らない場
合についても、体の拡大のノルム写像NrF/Qによる像と [Hil05]の結果を併せれば、(1)

についての拡張が可能である。(1), (2)はいずれも各根ごとの不定性を述べているが、
多項式の係数がOに入るという条件と併せると、不定性を狭めることができる。
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ちなみに、幾何的に意味のある表現 ρ̂ : π̂K → GLn(Ô)が直に与えられるような状況
や、幾何的な意味のある表現を2つの結び目群（の副有限完備化）が共有する状況があ
れば興味深いが、現時点では著者は知らない。

議論は以下の要領で行う。

• ρから ρ̂ が導かれること（副有限完備化の普遍性, [RZ10, Lemma 3.2.1]）。

• 捻れAlexander多項式が群ホモロジーの言葉で書けること（[FV11a]）。

• π̂の連続群ホモロジーと、πの捻れAlexander加群の副有限完備化とが、完備群
環 Ô[[tẐ]]上の加群として同型であること（[RZ10, Proposition 6.5.7]）。

ここから、次の問題を考えれば良いことが分かる: 「多項式 f(t), g(t) ∈ O[tZ]と単数
v ∈ Ẑ∗に対して、完備群環 Ô[[tẐ]]のイデアルの等式 (f(t)) = (g(tv))があるならば、
O[tZ]の単数倍を除きf(t) = g(t)であるか？」
[BF15]が依拠していたFriedの命題（命題 3.1）の証明はAlexander多項式がR係数
であることを本質的に用いているため、新たな議論が必要となる。

なお結び目群のGLn(OF,S)表現に付随する捻れAlexander多項式の巡回終結式と巡
回被覆の捻れホモロジー群の位数との関係（Foxの公式の拡張）が丹下氏によって証明
されている（[Ryo17], 同報告集の丹下氏の記事も参照のこと）。本稿では行わないが、
O係数多項式の巡回終結式を係数に持つ母関数（Artin–Mazurの力学系ゼータ関数）の
解析接続を考察することなども興味深いと思われる。

7. GLn(OF,S)表現の副有限完備化
前章までに引き続き、有理数体Qの代数閉包Qを固定し、Qの有限次拡大はQの部分
体と考える。本稿では代数体Fといったら、Qの有限次拡大であってQに埋め込まれ
ているものとする。代数体Fの整数環OFを考える。SをOFの素イデアル有限個から
なる集合とする。OF にSの逆元を添加して得られるQの部分環OF,Sを、F のS整数
環という。これはDedekind整域であり、よって特にNoether整域である。OFのイデア
ル類群を生成する有限個の素イデアルの族をSに入れておけば、OF,SはUFDとなる。
例えばMostow剛性の帰結として、双曲結び目のホロノミー表現は、あるF, Sに対
してSL2(OF,S)表現と見られることが知られている（[CS83]）。

一般に、Noether整域Oの副有限完備化 Ôとは、Oの有限商環O/Iの全体がなす逆
系の逆極限に、自然な位相を備えた位相環である。位相群GLn(Ô) = lim←−I

GLn(O/I)

は、GLn(O)の副有限完備化とは異なる副有限群であることに注意しておく。
離散群πのNoether環O上の表現ρ : π → GLn(O)を考える。すると自然な射O → Ô

が連続準同型 ρ : π → GLn(Ô)を導く。ここで次の補題に注意すると、ρは連続準同型
ρ̂ : π̂ → GLn(Ô)に持ち上がる。

補題 7.1 (副有限完備化の普遍性, [RZ10, Lemma 3.2.1]) 離散群 πの副有限完備化
π̂への自然な連続準同型 ι : π ↪→ π̂は稠密な像を持ち、任意の副有限群Hへの連続準同
型ψ : π̂ → Hは ιを経由する、つまりあるψ : π̂ → Hがあってψ = ψ ◦ ιとなる。

特にπが結び目群でO = OF,Sのとき、πは剰余有限であり自然な単射π ↪→ π̂がある
から、自然な写像Hom(π,GLn(O))→ Hom(π̂,GLn(Ô)); ρ 7→ ρ̂もまた単射である。
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8. 捻れAlexander多項式の定義
結び目群 π = πKの、Noether環O上の表現 ρ : π → GLn(O)を考える。加群Onを ρ

の転置によって右π加群と見たものをVρと書く。アーベル化の射α : π → πabを取る。
πab ∼= Zなので、その生成元 tを取り、πab = tZと書く。Γ := kerαがρの制限によって
Vρに作用する。群の係数付きホモロジーHi(Γ, Vρ)を考える。これはF をZのZ[Γ]上
の射影分解としたとき、複体F ⊗Γ Vρのホモロジーとして定義される。πのΓへの共役
作用は、πab = tZ ∼= π/ΓのHi(Γ, Vρ)への作用を導く（[Bro94, Chapter III, Corollary

8.2]）。結び目補空間X = S3 −KがK(π, 1)空間であること、そのZ被覆X∞ → Xが
Γに対応していること、局所係数付きホモロジーとの同型Hi(Γ, Vρ) ∼= Hi(X∞, Vρ)があ
ることから、Hi(Γ, Vρ)は有限生成O[tZ]加群である。
OがUFDのとき、有限生成O[tZ]加群に対し、そのFittingイデアルを含む最小の単
項生成イデアルがある。それをorderイデアルと呼び、その生成元をorderと呼ぶ。これ
はO[tZ]の単数倍を除き決まる。なお、もしOがPIDならば、orderイデアルはFitting

イデアルに一致する。
いまO[tZ]加群Hi(Γ, Vρ)のorderを∆i(t)とするとき、

∆K,ρ(t) := ∆1(t)/∆0(t)

を、ρに付随するKの捻れAlexander多項式と（普通は）言う。∆K,ρ(t)はO[tZ]の分数
環 fr(O[tZ])の元であるが、これもO[tZ]の単数倍を除き決まる。群の表示が与えられて
いた時、この多項式はFox自由微分を用いて具体的に計算可能である（cf. [FV11a]）。
本稿では簡単のため、上の∆1(t)のことを捻れAlexanderと呼び∆K,ρ(t)と書き、こ
れについて定理6.1の証明を与えることにする。

9. 連続ホモロジーと副有限完備化
群環O[tZ]から副有限完備化によって得られる完備群環 Ô[[tẐ]]を考える。ここでは、Γ̂の
係数付き連続ホモロジーがΓのそれの商の逆極限と同型であり、よって完備群環 Ô[[tẐ]]

上の有限生成加群となることを見る。
Ônを ρ̂の転置によって右 π̂加群と見たものを Vρ̂と書く。副有限群 Γ̂の完備加群 Vρ̂
係数ホモロジーは、Ẑの完備群環 Ẑ[[Γ̂]]上の連続射影分解 F̂を取った時、完備テンソル
F̂ ⊗̂Γ̂Vρ̂の連続ホモロジーとして定義される。Gが有限離散群でBが有限環のとき、連
続群ホモロジーHi(G,B)は通常の群ホモロジーと一致する。
一般に、有向集合Jで添字付けられた副有限群の逆系 (Gj)j∈Jと副有限アーベル群の
逆系 (Bj)j∈Jに対してG = lim←−Gj, B = lim←−j

Bjのとき、各 i ≥ 0に対してHi(G,B) ∼=
lim←−
j

Hi(Gj, Bj) である（[RZ10, Proposition 6.5.7]）。

いまΓの指数有限正規部分群Gの全体とOの指数有限イデアル Iの全体はそれぞれ
包含について有向集合であるから、上の命題を2度用いることで、次の同型を得る:

Hi(Γ̂, Vρ̂) ∼= lim←−
G◁Γ

Hi(Γ/G, Vρ̂) ∼= lim←−
G◁Γ

lim←−
I

Hi(Γ/G, Vρmod I).

ここで各Hi(Γ/G, Vρmod I)は1つの有限生成O[tZ]加群Hi(Γ, Vρ)の商であるから、Hi(Γ̂, Vρ̂)

は有限生成 Ô[[tẐ]]加群となる。
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10. 定理6.1の証明
10.1. 準備

我々の目標は結び目群表現の副有限完備化 ρ̂ : π̂ → GLn(Ô) から∆K,ρ(t)を復元するこ
とであった。
群のアーベル化と副有限完備化は可換なので、π̂の勝手なアーベル化β : π̂ → π̂ab ∼= Ẑ
について、Γ̂ = ker(β̂)となる。π̂abの生成元を勝手に取り sとすると、ある単数v ∈ Ẑ∗

があって t = svである。Ô[[tẐ]] = Ô[[sẐ]]なので、Hi(Γ̂, Vρ̂)は有限生成 Ô[[sẐ]]であり、
orderイデアルは (∆i(s

v))となる。よって次が問題となる:

多項式 g(t) ∈ O[tZ]とある単数 v′ ∈ Ẑ∗に対して (∆i(s
v)) = (g(sv

′
))という Ô[[sẐ]]の

イデアルの等式があれば、O[tZ]の単数倍を除き∆i(t) = g(t)であるか？
svと v′/vを sと vで置き換えれば、結局次の問題に答えれば良いことが分かる:

問題 多項式 f(t), g(t) ∈ O[tZ]と単数 v ∈ Ẑ∗に対して、完備群環 Ô[[tẐ]]のイデアルの
等式 (f(t)) = (g(tv))があるならば、O[tZ]の単数倍を除きf(t) = g(t)であるか？

10.2. 定理6.1(1)の証明

有限次拡大F/Qのノルム写像NrF/Q : F → Qを考える。これは体の埋め込みσ : F ↪→ Q
が走る時 x 7→

∏
σ σ(x)で与えられる写像であり、x ∈ Qに対しては拡大字数 [F : Q]

を用いてNrF/Q x = x[F :Q]となる。この整数環への制限NrF/Q : OF → Zがある。ま
た Sを整数環OF の素イデアルの有限集合とし、その下にあるZの素数の全体も Sと
書くと、NrF/Q : OF,S → ZSという制限もある。さらにO = OF,S係数の群環（ロー
ラン多項式環）の元 f(t) ∈ O[tZ] ⊂ F [tZ]に対し、係数に σを作用させたものを fσ(t)

と書くと、NrF/Q : O[tZ] → ZS[t
Z]; f(t) 7→

∏
σ f

σ(t)なる写像が考えられる。これ
らは有理関数体の分離拡大に対する通常のノルム写像の制限とも見られる。さらには
NrF/Q : Ô[[tẐ]]→ ẐS[[t

Ẑ]]なる写像も考えられる。

定理6.1(1)の証明. いま f(t), g(t) ∈ O[tZ]および v ∈ Ẑ∗に対し (f(t)) = (g(tv))という
Ô[[tẐ]]のイデアルの等式があったとする。F (t) = NrF/Q f(t), G(t) = NrF/Q g(t) ∈ ZS[t]

に対して (F (t)) = (G(tv))という ẐS[[t
Ẑ]]のイデアルの等式が得られる。Ẑ[[tẐ]] ↪→

ẐS[[t
Ẑ]]による逆像を考えると、適当なS元倍を除いて (F (t)) = (G(tv))という Ẑ[[tẐ]]

のイデアルの等式が得られる。
ここで f(t)と g(t)が相反多項式であったと仮定と、補題 3.6から、Z[tZ]の単数倍を
除いた等式F (t) = G(t)が得られる。よって根ごとのF/Q共役を除き f(t)と g(t)が一
致する。以上によって定理6.1(1)が示された。 ■

10.3. 定理6.1(2)の証明

定理 6.1(2)の証明には代数的整数論を援用する。議論を self-containedに近付けるた
め、[Mor12]に述べられている定義や事実、および一昨年度の同報告集の記事 [Uek15]

（[Uek17a]の邦訳を含む）の内容のみを用いることにする。次の2つの命題を用いて定
理を証明する。命題の証明は次節に与える。
各素数pに対し埋め込みQ ↪→ Cpを固定しておく。

命題 10.1 各 0 ̸= α ∈ Qに対し、Q(α)の正規包に含まれる最小の円分体をQ(ζn)とす
る。有限個の素数 pを除き、n|(p− 1)なる全ての素数 pに対して、α ∈ Qpである。ま
た |α|p = 1かつ |αp−1 − 1| < 1となる。
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命題 10.2 O = OF,Sとする。未知の多項式 f(t) ∈ O[tZ]によって生成されている完備
群環 Ô[[tẐ]]のイデアル (f(t))が与えられたとき、各m ∈ Nに対し、f(t)の根α ∈ Qで
あって |αm|p < 1なるものに対するαmの値の全体を、重複度込みで特定できる。

定理6.1(2)の証明. ある f(t) ∈ O[t]によって生成されている Ô[[tẐ]]のイデアル (f(t))

が与えられてたとする。f(t)の最小分解体に含まれる最大の円分体をQ(ζn)とすると、
n|(p− 1)なるほとんど全ての pに対し、全ての根が |αn − 1|p < 1となる。よって根の
n乗の全体が重複度込みで決定される。■

命題10.2においてmを動かして |αm|p < 1なるαmたちの族を観察することで、より
詳しい情報を取り出すことができる可能性があるが、現時点では良い定式化を見出し
ていない。この探索に関連して注を述べる:

注 10.3 各 (αi)i ∈ Qdに対し添字の取替に関する同一視を考え、その商をA = [αi]i ∈
[Qd] := Qd/Sdのように書く。各n ∈ Zに対しAn = [αn

i ]i ∈ [Qd]がwell-definedである。
いまm,n ∈ Z, A,B ∈ [Qd]とする。もし Am = Bmかつ An = Bnならば、g =

gcd(m,n)に対しAg = Bgである、とはいえない。実際、1の原始 12乗根 ζ = ζ12を取
りA = [ζ, ζ8], B = [ζ4, ζ5]とすると、A3 = B3 = [1, ζ3], A4 = B4 = [ζ4, ζ8]となる。
A = [αi]iに対し p毎にAm(p)が与えられたとき「ある程度Aの候補を絞れる」とい
う形の命題があると欲しい。何か良い方策はないか？

10.4. 命題10.1, 10.2の証明

援用する基本的な事実を列挙してから命題の証明を述べる。

補題 10.4 (1) Qpはp素な各nに対して同型を除き一意な不分岐n次拡大を持ちそれは
巡回拡大である。そのガロア群はフロベニウスによって生成され、剰余体の拡大のガ
ロア群と同型である。
(2) 有限体Fpのn次拡大は各nに対し唯一でそれは巡回拡大である。
(3) p素なnに対し 1の原始n乗根を 1つ取り ζnとするとQp(ζn)/Qpは不分岐巡回拡
大であり、フロベニウスは ζn 7→ ζpnで与えられる。
(4) 有限次拡大F/Qにおいて分岐する素数pは有限個で、分岐する条件はF/Qの判
別式dFをpが割ることである。

命題10.1の証明. 以下ではα ∈ Qに対しQ((α))でQ(α)の正規包（最小多項式の最小分
解体）を表す。またQpとQ((α))の合成体をQp((α)) = QpQ((α))と書く。Q((α))/Qで
分岐する有限個のpを除いて考える。Qp((α))の剰余体をFqとする。M = Q((α))∩Qp

とするとQ((α))/MはGalois拡大でGal(Q((α))/M) = Gal(Qp((α))/Qp)である。
実際、Q ↪→ Qpによって決まる (p)上の素イデアルP の分解群D < Gal(Q((α))/Q)

を考える。DのQ((α))/Qへの作用はQp((α))/Qpへの連続作用を定め、群準同型D →
Gal(Qp((α))/Qp)を得る。Q((α)) ⊂ Qp((α))ゆえこれは単射である。逆に制限によっ
てGal(Qp((α))/Qp)はQ((α))に作用し群準同型Gal(Qp((α))/Qp) → Gal(Q((α))/Q)

を得る。Qp((α))においてQ((α))は稠密なのでこれも単射である。p進付値の延長の
一意性からこの像の各元はQp((α))での p進付値を保つのでDに含まれる。構成から
D → Gal(Qp((α))→ Dは恒等写像でありかつ何れも単射であるため、これらは互いに
逆写像である。よって同型D

∼=→ Gal(Qp((α))/Qp)が得られた。これよりQp((α))
D ⊂
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Q((α)) ∩ Qp である。Gal(Qp((α))/Qp) → Gal(Q((α))/Q)の像が Dであることから
Q((α)) ∩Qp ⊂ Qp((α))

Dとなる。
よって自然な単射Gal(Qp((α))/Qp) → Gal(Q((α))/Q)があり、Gal(Qp((α))/Qp)は

Gal(Q((α))/Q)の指数有限な巡回部分群と同型である。またpが不分岐なのでQp((α))/Qp

の惰性群が自明で、同型Gal(Qp((α))/Qp) ∼= Gal(Fq/Fp)がある。よってGal(Qp((α))/Qp)

は巡回群である。単射Gal(Qp((α))/Qp)→ Gal(Q((α))/Q)があるのであるp素なmおよ
び1の原始m乗根があってQp((α) = Qp(ζm)であり、かつ (Z/mZ)∗ ∼= Gal(Q(ζm)/Q) ∼=
Gal(Q((α))/M) ∼= Gal(Qp((α))/Qp) ∼= Gal(Fq/Fp)となる。Qp(α)/Qpのフロベニウス
写像は、(Z/mZ)∗における p倍写像の像なので、もしZ/mZにおいて p ≡ 1であるな
らば自明となる。このときFq = Fp, Qp((α)) = Qp, α ∈ Qpとなる。
Fq/Fpは 1の p素冪根を添加する拡大である。p冪根は分岐に関わるので pの取り方

によって除かれている。p素冪根のうちp− 1乗根のみがQpに入り、あとはFq/Fpに寄
与する。Q((α))に1の原始n乗根が属するような最大のnを考えると、m|nである。ま
たQp((α)) = Qp(ζn)である。Z/nZにおいてp ≡ 1であるならばZ/mZにおいてもそう
である。よって結論α ∈ Qpを得る。
さて、Teichmüllerリフトω : Fp ↪→ Qpを考える。有限個の素数 pを除き |α|p = 1で

ある。このようなp, αに対し、Qp ↠ Fp ↪→ Qpによるαの像 ζは1のp− 1乗根であり、
|α− ζ|p < 1、また |αp−1 − 1|p < 1となる。■

命題 10.2の証明. pがOの素イデアルを走る時 Ô[[tẐ]] ∼=
∏

pOp[[t
Ẑ]]なる同型があり、

各 p|pに対し Ô[[tẐ]] ↠ Op[[t
Ẑ]] ↪→ Cp[[t

Ẑ]]なる射影及び埋め込みがある。ζを 1の非 p

素冪根とするとCp[[t
Ẑ]] = Cp[[(t/ζ)

Ẑ]]; t 7→ tなる等式があり、Ẑ =
∏

p Zp ↠ Zpが導く

全射Cp[[(t/ζ)
Ẑ]] ↠ Cp[[(t/ζ)

Zp ]]、およびCp[[(t/ζ)
Zp ]]

∼=→ Cp[[T ]]; (t/ζ) 7→ 1 + Tなる岩
澤同型がある。これによる (f(t))の像はf(t)の |α− ζ|p < 1なる根のみを情報として保
持している。こうして各Cpにおいてαに最も近い1の冪根の全体が検出される。しか
し π̂から tは Ẑの単数乗を除いてしか見つけられないので、この ζが1の原始m乗根で
あった場合、他の原始m乗根と区別がつかない。つまり |αm − 1|p < 1なるmおよび
αmの値のみが分かることとなる。■

なおここで考えたZp[[T ]]のイデアルは、Zp×Z/mZ被覆の岩澤加群のZ/mZ指標に
よる分解を考えたときに現れる直和成分のFittingイデアルである（cf.[Was97, §13.4]）。

10.5. 定理6.1 (3)について

最後に定理6.1 (3)について述べる。環O[t]において分解する円分多項式Φm(t)の因子
を∆K,ρ(t)が部分的に持つ時、不定性が生じる:

例 10.5 ζ = ζ5を1の原始5乗根の一つとする。“ sin 2π/5′′ := (ζ − ζ−1)/2
√
−1 ∈ Oの

とき、O[t]においてΦ5(t) = f(t)g(t), f(t) = (t − ζ)(t − ζ4), g(t) = (t − ζ2)(t − ζ3)と
分解する。ある単数 v ∈ Ẑがあって Ô[[tẐ]]のイデアルの等式 (f(t)) = (g(tv))が成立つ
ため、この 2つは本質的に区別できない。またmod(t− ζ)で f(t)と g(t)の像は異なる
ため、f(t)と g(t)は単数倍で一致することもない。

たとえばメリディアンを特定できずZ[tZ]加群のFitting idealの生成元が相反多項式
でない場合に∆(t)と∆(t−1)を区別することは本質的でない。上の例のような不定性が
“意味のある不定性”であるのかどうか、まだ精査が必要に思われる。
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