
Finite type invariants and n-similarity
of virtual knots via forbidden moves

伊藤　昇 (東京大学院数理科学研究科)∗1

櫻井　みぎ和 (茨城工業高等専門学校)∗2

2000年，M. グサロフ，M. ポリャック，O. ビロの有限型不変量 vGPV
m による無限集

合は，仮想結び目においても古典的結び目においても完全不変量であることが知られ
ている．今回，[6]で導入した有限型不変量 vFm と古典的結び目の分類について，主に
次のことを示した．

• {v | v = vFm(m ≤ n + 1)} は {v | v = vFm(m ≤ n)}より真に強い．２つの古典的
結び目が存在して後者では区別できないが，前者では区別できるものがある．

• {v | v = vFm(m ≤ n+1)} は {v | v = vGPV
m (m ≤ 2n+1)}より真に強い．2つの古

典的結び目が存在して後者では区別できないが，前者では区別できるものがある．

• 古典的結び目のバシリエフ不変量はどれもガウス和公式（Gauss diagram formula）
によって表されることが知られている [4]が，それは集合{vGPV

m (m ∈ N)}に含ま
れることを示した．

• {v | v = vGPV
m (m ≤ 2(n + 1))} は {v | v = vGPV

m (m ≤ 2n)}より真に強い．２つ
の古典的結び目が存在して後者では区別できないが，前者では区別できるものが
ある．

さらに，仮想結び目に関しても，Fn-similar性 ([6]で導入されている)を満たす仮想
結び目の例が無限に存在することを示した．

1. Preliminaries

古典的結び目は３次元空間への滑らかな埋め込みであり，仮想結び目はΣ× Iに埋め込
まれた円周の像の安定同値類である．ここで，Σは閉曲面であり，[0, 1]に同相な閉区
間である．良く知られているように，仮想結び目として同値な古典的な結び目は古典
的な結び目としても同値である．
1990年，V. A.バシリエフは交差交換と呼ばれる結び目解消操作によって有限型不変

量と呼ばれるフィルター付きの不変量を定義した [18]．V. A. バシリエフ不変量に対し
て，1990年に大山淑之はn-trivialの概念を導入 [14]し，1992年に谷山公規はn-trivial

を拡張した n-similarの概念を与えた [17]．結び目Kが結び目K ′に n-similarならば，
n次以下のバシリエフ不変量のKの値はK ′の値に等しい．1990年代に，葉廣和夫は
n-similarの概念に対応した変形を定義した．その変形をCn-変形と呼び，有限型不変
量と密接な関係性があることを示した．
2000年，M. グサロフ，M. ポリャック，O. ビロは古典的結び目と仮想結び目に対し

てvirtualization(図1)と呼ばれる結び目解消操作を使って有限型不変量を導入した．こ
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こでは，それをGPV不変量と呼ぶことにし，vGPVで表す．そこでは，向き付けられ
たコード図 (arrow diagram)によって生成される双対空間を考え，バシリエフ不変量を
得るための別の構成方法を得た．さらに，GPV不変量は古典的結び目と仮想結び目の
完全不変量であることも示されている．

図 1: Virtualization.

2017年，我々は forbidden move (図 2)を使って，仮想結び目の有限型不変量を定
義した．それを F 不変量と呼び，vF で表す．2001年， 金信泰造と S. ネルソンは独
立に forbidden moveが結び目解消操作であることを示している ([8], [12])．さらに，
virtualizationによるn-trivial，n-similarを導入し，forbidden moveによるn-trivial，n-

similarに対応する概念も導入した [6]．これらをそれぞれ，GPVn-trivial，GPVn-similar，
Fn-trivial，Fn-similarと呼ぶ．

OF LF 

図 2: Forbidden moves.

GPVn-trivial，GPVn-similar，Fn-trivial，Fn-similarの概念は以下のように定義さ
れる．

定義 1 (GPVn-trivial，GPVn-similar，Fn-trivial，Fn-similar). A1, A2 · · · , Anを結び
目解消操作を施した重なりのない十分小さな円盤で構成される，空でないn個の集合
とする．Ai (1 ≤ i ≤ n)の互いに素な集合族 {Ai (1 ≤ i ≤ n)}の冪集合の任意の部分
集合T に対して，T の全ての円盤に結び目解消操作を施すことによって得られる仮想
結び目図をK(T )とする．K(∅)がKの仮想結び目図であり，K(T )がKの仮想結び目
図 (自明な結び目の図)と同値であるならば，仮想結び目Kは n-similar (n-trivial)で
あるという．結び目解消操作を virtualizationで定義したとき，n-similar(n-trivial)を
GPVn-trivial (GPVn-similar)といい，結び目解消操作を forbidden moveで定義したと
き，n-similar (n-trivial)をFn-trivial (Fn-similar)という．

[6]において，我々は以下のような結果を得ている．

定理 2 ([6]). 与えられた仮想結び目 (古典的結び目, resp.)をKとする．任意の自然数
n, ℓに対して，KとGPVn-similarになるような仮想結び目 (古典的結び目, resp.)Kℓ

nが
無限に多く存在する．

定理 3 ([6]). 任意の自然数nに対して，Fn-trivial仮想結び目Knが存在する．

ここから，以下のような系を得る．

系 4 ([6]). m ≤ n− 1となるような正の整数m, nを与える．任意の仮想結び目K，正
の整数 ℓに対して，vGPV

m (Kℓ
n) = vGPV

m (K)となるような無限に多くの仮想結び目Kℓ
nが

存在する．

研究集会「結び目の数学 X」報告集  220



系 5 ([6]). m ≤ n− 1となるような正の整数m, nを与える．任意の仮想結び目Kに対
して，vFm(Kn) = vFm(O)となるような無限に多くの仮想結び目Kℓ

nが存在する．ここで，
Oは自明な結び目である．

2. Main Results

本研究では，GPV不変量，F 不変量，GPVn-similar，Fn-similarについて，以下のよ
うな研究結果を得た．

定理 6. 与えられた仮想結び目K，任意の自然数n, ℓに対して，Kℓ
nがKにFn-similar

となるような無限に多くの仮想結び目Kℓ
nが存在する．

定理 7. GPV不変量の集合 {v | v = vGPV
i (i ≤ 2n + 1)}は F 不変量の集合 {v | v =

vFi (i ≤ n)}に包含される．

定理 8. 全ての次数について非自明なF不変量は存在する．さらに，{v | v = vFm (m ≤
n + 1)}は {v | v = vFm (m ≤ n)}よりも真に強い．2つの古典的結び目が存在して後者
では区別できないが，前者では区別できるものがある．

3. 定理 6について
[6]で導入された仮想結び目 b̂(n)の定義を復習する (詳しくは [6, Section 4. 2]を参照)．

A : = A−1 := B : = B−1 :=

b b

図 3: 組み紐 bとその閉包 b̂

このとき，以下のように仮想組紐 b(n)を定義する：b(1) = A, b(2) = [B, b(1)], b(4u−
1) = [B, b(4u−2)], b(4u) = [A, b(4u−1)], b(4u+1) = [A, b(4u)], b(4u+2) = [B, b(4u+

1)], (u ≥ 1). この b(n)を使って図4のように仮想結び目図Dℓ
nを構成する．さらに，図

4のようにDℓ
nと仮想結び目図Dとのつなぎ合わせた仮想結び目図の同値類をK#Kℓ

n

と定義する．
このようにして，Fn-similar性を満たす仮想結び目の例を構成的に与えた．

4. vGPV
n とvFn の高い次数について

高次数の有限型不変量に対して，以下のような結果を得ている．

補題 9. 図5のように交点の集合A1, A2を取ると，forbidden move１回はA1, A2, 又は
A1 ∩ A2に属する交点で virtualizationと generalized Reidemeister moveを施すことで
実現することができる．
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図 4: 仮想結び目Kℓ
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図 5: forbidden moveとvirtualizationの関係性

補題9から，２つの仮想結び目K, K ′に対して，KがK ′にFn-similarならば，KはK ′

にGPV2n-similar である．このことから，定理 7を得る．定理 7は全てのGPV不変量
はF不変量であることを示している．また，[4]の結果から，以下の系10が得られる．

系 10. 全ての F不変量は仮想結び目の完全不変量を導く．

さらに，古典的結び目の分類について，かつ高次数のF 不変量について，定理 8が得
られる．
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