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研究集会「結び目の数学 X」では，球面曲線を分類する，あるライデマイ
スター移動で不変な整数値関数を組織的に導く方法に関し，コンピューター
プログラム化に重きをおいて講演を行った．この不変量は，（向きなしと向き
ありそれぞれの場合において）コード図によって構成がなされる．本研究で
は数値計算を行い，向きなしのコード図の場合と向きありのコード図の場合
を比較した．そのことでコード図の向きの情報がどのくらい効果的であるか
も確かめた．以上の考察はバシリエフ不変量の空間の次元に関係する計算結
果も導く．
本稿では第 1章は伊藤，第 2章は高村が担当した．第 1章では，向きなし
コード図の場合 (本報告集の伊藤昇の講演報告における不変量構成) に対し
てパラレルなところとそうでないところが明確になるように注意して記載し
た1．第 2章では，一部の箇所で本報告集の伊藤昇の講演報告によって定義さ
れた概念と記号を用いている．

謝辞 本研究集会オーガナイザーである東京女子大学の大山淑之先生と新國亮
先生，および運営の皆様に深く感謝申し上げます．

1 設定
球面曲線 (oriented generic immersed spherical curve) を考える．以下，記
号 P は，球面曲線とし，P ϵ(= P+または P−)は向きのついた球面曲線を表
すものとする．符号 ϵは，P+ の向きを反対にすると P− が得られるという
意味である．

∗本研究は科研費 (S)24224002(研究代表者 坪井俊) からの補助を受けました．
†email:noboru@ms.u-tokyo.ac.jp, 所属：東京大学大学院数理科学研究科 〒 153-8914 東

京都目黒区駒場 3-8-1
‡email:takamura@si.aoyama.ac.jp, 所属：青山学院大学社会情報学部 〒 229-8558 神奈

川県相模原市淵野辺 5-10-1
1複雑な方のみの記述だけで足りるという意見もあると思うが，ユーザー側に複雑な不変量構

成のみを提供するよりも，最低限の簡易な道具立てによる，よりシンプルな不変量構成を提供す
る時のユーザ側のメリットは，やはり捨てきれないので両方を記載するのである．今回の場合，
分類される対象と不変量側の両方を見て複雑な設定から簡易な設定を導くのは技術的に工夫が必
要である．また反対方向に見て簡易な設定から複雑な設定を導くのは，もっと非自明である．本
研究では両者の設定の差を見たい，というモチベーションもある．
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よく知られていることとして次がある：任意の２つの (向きのついていな
い)球面曲線は３種類の射影されたライデマイスター移動 RI，RII，RIII（図
1）からなる有限列で移り合う (up to ambient isotopy)．以降，(誤解はない
と思われるので)球面曲線に対する交点の上下の情報を抜いたライデマイス
ター移動も，そのまま「ライデマイスター移動」と呼ぶことにする．

RI RII RIII

図 1: ３種類のライデマイスター移動 RI，RII，RIII

この３種類のライデマイスター移動は，向きをつけて詳しく見ると５種類
のライデマイスター移動だと捉えられる．５種類のライデマイスター移動によ

RI

strong RII weak RII

strong RIII

weak RIII

strong RII

図 2: ５種類のライデマイスター移動 RI，weak RII，strong RII，weak RIII，
strong RIII (strong RIIはmirror imageの関係で２パターンある)．

り，25通りの同値関係が考えられる．すなわち，ライデマイスター移動をm

(≤ 5)種類選んで固定したとき，それに応じて，次の同値関係が考えられる．

２つの向き付き球面曲線 P ϵと P ′ϵが同値である
def⇔P ϵと P ′ϵがm種類のライデマイスター移動を有限回使うことで移り合う

(up to ambient isotopy)．
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図 3: 球面曲線 P ϵ から決まる arrow diagram ADP ϵ．
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定義 1. 向き付きコード図 (arrow diagram)とは円周上２個ずつペアとなる
点配置のことであり (up to ambient isotopy)，各ペアに始点と終点が定まっ
ているもののことである．向き付き球面曲線 P ϵ のコード図 ADP ϵ とは２重
点の逆像の配置が定める向き付きコード図のことである (具体例は図 3)．
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図 4: 向き付きコード図と向き付き部分コード図

向き付き部分コード図の countingを考えて (具体例は図 4)，不変量の導出
をする．

定義 2. 長さ nのワードを写像 w : {1, 2, . . . , n} → Nで定義する．慣例とし
て表示 w(1)w(2) · · ·w(n)を用いてよいとする．ワード wの像の元のことを
ワードの letterと呼ぶ．長さ 2nのガウスワードとは，各 letter (n個) がちょ
うど２回現れるワードのこととする．
次に向き付きガウスワードの定義をする．与えられたガウスワード vとそ
の各 letter kに対し，2つの kを始点と終点に区別をする．始点には数字 kの
上にバーをつけて表示する (すなわち “k̄”と表示される)．各 letterにこの情
報を表示したものを向き付きガウスワードと呼ぶ．向き付きガウスワードの
letterは oriented letterと呼ぶことにする．v̌, w̌を v, wから誘導された向き
付きガウスワードとする．今，vのすべての letterからなる集合を {1, 2, . . . n}
と仮定しても一般性を失わないのでそうする．すると，v̌の向き付き letterの
集合は {1, 2, . . . n, 1̄, 2̄, . . . n̄}となる．２つのガウスワード w̌, v̌が isomorphic
であるとは，全単射 f : w(2̂n) → v(2̂n) が存在して次を満たすことである：
f から決まる全単射

f̌ : v̌(2̂n) = {1, 2, . . . n, 1̄, 2̄, . . . n̄} → w̌(2̂n)がf̌(i) = f(i), f̌ (̄i) = f(i)

を満たし，かつ
∃t ∈ Z,∃ s.t. v̌ ◦ (cyc)t = f̌ ◦ w̌

を満たす．
ただし，cycは次で定める：

cyc(p) ≡ p + 1 (mod 2n).

向き付きガウスワード v̌の同型類は [[v̌]]と表すことにする (向き付きでな
いガウスワードが出てくるときは [v]と表記しているので区別している)．定
義から向き付きガウスワード vの同型類 [[v]]と arrow diagramは同一視され
ることがわかる（図 5）．
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図 5: arrow diagramの同一視による様々な表示例．図は表示が４つあること
を表しており，等号は向き付きガウスワードの同型または arrow diagramの
同型から導かれる等号を表している．

定義 3. Ǧ<∞ をコード図全体からなる集合とし，Ǧ<∞ と {x̌i}i∈N の間に全
単射を固定する． Ǧ≤d を集合 {AD ∈ Ǧ<∞ | ADが高々 d arrowsを持つ }
とする．ňd = |Ǧ≤d|，Ǧb,d = Ǧ≤d \ Ǧ≤b−1 とする．向き付きガウスワード
Ǧに対して数 ˜̌x(Ǧ)を次で定める：

˜̌x(Ǧ) =

{
1 [[Ǧ]] = x̌

0 [[Ǧ]] ̸= x̌.

定義からガウスワード F̌1と F̌2が [[F̌1]] = [[F̌2]]を満たすと ˜̌x(F̌1) = ˜̌x(F̌2)
となることが直ちにわかる．よってこれは ˜̌x([[F̌1]])と書くことを許す（well-
definedだから）．

定義 4. 向き付きガウスワード Ǧの oriented letterにおいては，同じ数字を
持つものはちょうど２つである．それを文字ペアと呼ぶことにしよう．向き
付きガウスワード Ǧに対して Sub(Ǧ) = {Ȟ | Ȟ : Ǧからいくつか文字ペア
を消したもの } とする．arrow diagram x̌ ∈ {x̌i}i∈Nに対して，Sub(Ǧ)の部
分集合 {Ȟ | Ȟ ∈ Sub(Ǧ), [[Ȟ]] = x̌}を Subx̌(Ǧ)とする．Subx̌(Ǧ)の要素の
個数を x̌(Ǧ)と定義する．

定義から Ǧと同型な Ǧ′ に対して x̌(Ǧ) = x̌(Ǧ′)である．よって Ǧ, Ǧ′ を
表す arrow diagram ADに対して x̌(AD)と書いても良い (well-definedだか
ら)．これらを総合すると AD = [[Ǧ]]に対して，整数値関数 x̌(AD)は

x̌(AD) =
∑

ž∈Sub(Ǧ)

˜̌x(ž) (1)

となる．特に AD = ADP ϵ のときは，x̌(AD)は x̌(ADP ϵ)であり，そのため
x̌(P ϵ)と書いてよいものとする．
最後に関数 x̌(P ϵ)が不変量となるための十分条件を書くために relatorを
定義する．

定義 5. relator ∈ Z[Ǧ<∞]を図 6によって定義する (厳密にはガウスワードを
書いて定義される)．図 6にあるように，Relatorは５種類でType (̌I) relator,
Type (ŠII) relator, Type (W̌II) relator, Type (ŠIII) relator, Type (W̌III) rela-
torと呼ぶ．５種類の relatorに対応してそれぞれの全体集合に次の記号を与
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図 6: Relators

える．すなわち Ř1 = Type (̌I) relators全体の集合，Ř2 = Type (ŠII) relators
全体の集合，Ř3 = Type (ŠII) relators全体の集合，Ř4 = Type (ŠIII) relators
の全体の集合，Ř5 = Type (W̌III) relators の全体の集合とする．この上で
Řϵ1ϵ2ϵ3ϵ4ϵ5 を Řϵ1ϵ2ϵ3ϵ4ϵ5 = ∪ϵi=1Ři と定義する．さらに Řϵ1ϵ2ϵ3ϵ4ϵ5(b, d) =
Ǒb,d(Řϵ1ϵ2ϵ3ϵ4ϵ5)とする．ただし，Ǒb,d は「b ≤ コードの数 ≤ d」を満たす
arrow diagramのみを残す projectionとする．

定義 5 からすぐにわかるものの，主定理 (定理 1) の証明に効いている補
題 1，その直接の帰結である命題 1を記載しておく．

補題 1. もし ňb−1 + 1 ≤ i ≤ ňd ならば，任意の ř ∈ Z[Ǧ≤l]について

˜̌xi(ř) = ˜̌xi(Ǒb,d(ř)).

命題 1. 自然数 b, d (2 ≤ b ≤ d)に対して，∑
ňb−1≤i≤ňd

αix̌iを上記で定めた
ものとする．(ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4, ϵ5) ∈ {0, 1}5を勝手に選ぶ．Řϵ1,ϵ2,ϵ3,ϵ4,ϵ5 は定義 5
で定めたものとする．次の (A), (B)は同値である．
(A)

∑
ňb−1≤i≤ňd

αi ˜̌xi(ř) = 0 (∀ř ∈ Řϵ1,ϵ2,ϵ3,ϵ4,ϵ5).
(B)

∑
ňb−1≤i≤ňd

αi ˜̌xi(ř) = 0 (∀ř ∈ Řϵ1,ϵ2,ϵ3,ϵ4,ϵ5(b, d)).

主結果を述べる．

定理 1. 自然数 b, d (2 ≤ b ≤ d)に対して，∑
ňb−1≤i≤ňd

αix̌iを上記で定めた
ものとする．(ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4, ϵ5) ∈ {0, 1}5を勝手に選ぶ．Řϵ1,ϵ2,ϵ3,ϵ4,ϵ5 は定義 5
で定めたものとする．

ϵj = 1ならば
∑

ňb−1≤i≤ňd
αi ˜̌xi(y) = 0 (∀y ∈ Ř0···0ϵj0···0(b, d)) と仮定する.

このとき∑
ňb−1≤i≤ňd

αix̌i は ϵj = 1となるすべての (射影された)ライデ
マイスター移動の整数値不変量となる．
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ここでは Ř10000の場合についてのみ証明のスケッチをお見せし，一般の場
合も似たような形で証明される，という全体の雰囲気をお伝えする．
(Ř10000の場合について証明のスケッチ) P と P ′を球面曲線を１回のRIで移
り合う球面曲線とし，P を交点が多い方とする．このとき（定義 1，2により），
ガウスワード Ǧ，oriented letter iが存在して（図 5による arrow diagram と
向き付きガウスワードの同型類の間にある同一視により）ADP = [[Gīi]] ま
たは [[Gīi]]，ADP ′ = [[G]]とかける．以下，一般性を失わず，ADP = [[Gīi]]
と仮定できる．
ここで定義 4の記号 Sub(Ǧ)を思い出してほしい．この oriented letters i, ī

が入らない Ǧの部分ガウスワード全体からなる集合 Sub(0)(Ǧ)，iが入る Ǧ

の部分ガウスワード全体からなる集合 Sub(1)(Ǧ)が発生し，Ǧの部分ガウス
ワード全体からなる集合 Sub(Ǧ)を (自然に)分割する：

Sub(Ǧ) = Sub(0)(Ǧ) , Sub(1)(Ǧ). (2)

以下，第 1等号では式 (1)，第 2等号で (2)を使うと次を得る．
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αix̌i(P ϵ) =
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

∑

ž∈Sub(Ǧ)

αi ˜̌xi(ž)

=
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αi

⎛

⎝
∑

ž0∈Sub(0)(Ǧ)

αi ˜̌xi(ž0) +
∑

ž1∈Sub(1)(Ǧ)

αi ˜̌xi(ž1)

⎞

⎠ .

任意の向き付きガウスワード Ǧに oriented letters i, īを続けて書いた向き付
きガウスワード Ǧīiを考える．この Ǧīiの部分ガウスワード ž1 は Ǧの部分
ガウスワード ž0 を用いて書かれているはずだから Sub(1)(Ǧ) = {ž0īi | ž0 ∈
Sub(0)(Ǧ)}となる．
以下，第 1等号については上記の続き，第 2等号については ž1 が ž0īiと
書けるとした注意，第 3等号については定義 3直後で説明した書き換えを使
うことにより次を得る．

∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αix̌i(P ϵ)

=
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αi

⎛

⎝
∑

ž0∈Sub(0)(Ǧ)

αi ˜̌xi(ž0) +
∑

ž1∈Sub(1)(Ǧ)

αi ˜̌xi(ž1)

⎞

⎠

=
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αi

⎛

⎝
∑

ž0∈Sub(0)(Ǧ)

αi ˜̌xi(ž0) +
∑

ž0∈Sub(0)(Ǧ)

αi ˜̌xi(ž0īi)

⎞

⎠

=
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αi

⎛

⎝
∑

ž0∈Sub(0)(Ǧ)

αi ˜̌xi([[ž0]]) +
∑

ž0∈Sub(0)(Ǧ)

αi ˜̌xi([[ž0īi]])

⎞

⎠ .

相手の P ′ϵに対しても同様な (ただし，上記よりもずっと容易な)計算をする．
次の式変形の第 1等号では式 (1)，第 2等号では Sub(Ǧ′)が Sub(0)(Ǧ)と同
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一視できることを使い，第 3等号は定義 3直後で説明した書き換えを使い，
次を得る．

∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αix̌i(P ′ϵ) =
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

∑

ž′∈Sub(Ǧ)

αi ˜̌xi(ž′)

=
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

∑

ž0∈Sub(0)(Ǧ)

αi ˜̌xi(ž0)

=
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

∑

ž0∈Sub(0)(Ǧ)

αi ˜̌xi([[ž0]]).

上記∑
ňb−1+1≤i≤ňd

αix̌i(P ϵ)と∑
ňb−1+1≤i≤ňd

αix̌i(P ′ϵ)の計算結果を比べて
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αix̌i(P ϵ) −
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αix̌i(P ′ϵ)

=
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

∑

ž0∈Sub(0)(Ǧ)

αi ˜̌xi([[ž0īi]]).
(3)

今，仮定から
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αi ˜̌xi(ř) = 0 (∀ř ∈ Ř10000(b, d)).

命題 1から， ∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αi ˜̌xi(ř) = 0 (∀ř ∈ Ř10000).

よって， ∑

ňb−1+1≤i≤ňd

∑

ž0∈Sub(0)(Ǧ)

αi ˜̌xi([[ž0īi]]) = 0.

したがって (3) より，
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αix̌i(P ϵ) =
∑

ňb−1+1≤i≤ňd

αix̌i(P ′ϵ).

!
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2 ίϯϐϡʔλʔʹΑΔํࢉܭ๏

ίϯϐϡʔλʹΑΔࢉܭͰ༻͍ͨϓϩάϥϛϯάޠݴ͸ C++11 Λ࢖༻͠ɼ

͸ࢉܭͷ֊਺ͷྻߦ Mathematica Λར༻ͨ͠ɽC++11 Λ࢖༻ͨ͠ཧ༝͸ୈ

2ஶऀ͕׳Ε͍ͯΔޠݴͰ͋Δ͔ΒͰɽPython ͳͲͷଞͷޠݴͰ΋࣮૷Մೳ

Ͱ͋Δɽ

Ψ΢εϫʔυͷಉྨܕશମͷू߹ΛٻΊΔͨΊʹɼਖ਼نΨ΢εϫʔυΛ࣍

ͷΑ͏ʹఆΊΔɽ

ఆٛ 6. Ψ΢εϫʔυͰɼ ॳͷ࠷ΒಡΜͰ͍͖ɼ͔ࠨ letter ͸ 1, ৽͘͠ݱ

Εͨ letter ͸ࠓ·Ͱग़ͨ͠ݱ letter ͷ࠷େ஋ +1 ΛΈͨ͢΋ͷΛਖ਼نΨ΢ε

ϫʔυͱ͍͏ɽ

ྫ 1. 121233΍ 1234255143͸ਖ਼نΨ΢εϫʔυͰ͋Γɼ131322΍ 2342551431

͸ਖ਼نΨ΢εϫʔυͰ͸ͳ͍ɽ

ਤ 3ͷ༷ʹٿ໘ۂઢ͔Βࣗવʹ࡞ΒΕΔΨ΢εϫʔυ͸ਖ਼نͰ͋Δɽਖ਼ن

ੑ͸ϓϩάϥϜͰΨ΢εϫʔυͷൺֱʹศརͰ͋Δɽ

௕͞ 2n ͷਖ਼نΨ΢εϫʔυશମͷू߹ΛؼೲతʹٻΊΔɽ௕͞ 2 ͷਖ਼ن

Ψ΢εϫʔυ͸ 11 ͷΈͰ͋Δɽ௕͞ 2(n− 1) ͷਖ਼نΨ΢εϫʔυͷશମͷ

ू߹͸ٻ·͍ͬͯΔͱԾఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ௕͞ 2n ͷਖ਼نΨ΢εϫʔυΛ

࣍ͷΑ͏ʹٻΊΔɽ௕͞ 2n ͷ഑ྻΛ༻ҙ͢Δɽࠨ୺ʹ 1 ΛೖΕɼ2൪໨ͷ

1 ͷ৔ॴΛܾΊΔɽͨͬ࢒৔ॴʹ௕͞ 2(n− 1) ͷਖ਼ن Gauss word Λ 1 γϑ

τͨ͠΋ͷΛຒΊࠐΉɽҎ্͔Βɼ 2n ͷਖ਼نΨ΢εϫʔυશମͷू߹͕ٻ

·Δɽ

1 1 1 1 1 1

2 2 +1←− 1 1

1 1 2 2 1 12 2 1 12 2

ਤ 7: n = 2 ͷ৔߹

ճసͱڸөʹΑΔಉҰࢹΛ͍ߦɼΨ΢εϫʔυͷಉྨܕશମͷू߹͕ٻ·

Δɽͨͩ͠ɼҰൠʹճసͱڸөΛ͏ߦͱਖ਼่͕ੑنΕΔͷͰɼਖ਼نԽ͕ඞཁ

ͱͳΔɽ

࣍ʹɼnຊͷίʔυ͔ΒͳΔ weak RIII relator શମͷू߹ΛٻΊΔɽweak
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RIII relator ͸

[SijTkiUkj] + [SjTkUkj] + [SiTkiUk] + [SijT iUj]

− ([SjiT ikUkj] + [SjiT iUj] + [SiT ikUk] + [SjTkUkj])

= [SijTkiUkj] + [SjTkUkj] + [SiTkiUk] + [SijT iUj]

− ([SijT jkUik] + [SjTjkUk] + [SiTkUik] + [SijT jUi])

Ͱ͋ͬͨɽweak RIII relator ͸ɼਖ਼نΨ΢εϫʔυͰ SijTkiUkj ͷܗͷ΋

ͷ͔ΒٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜Ε͸ɼجຊͱͳΔίʔυਤ [123132] ʹίʔυ

Λ௥Ճ͍ͯ͘͜͠ͱͰಘΒΕΔɽͨͩ͠ɼਤ 8 ͷ੺͍ॴʹ͸ίʔυΛೖΕͯ

͸͍͚ͳ͍ɽ

1
23

1

3 2

ਤ 8: ຊͱͳΔίʔυਤج

·ͣ n = 4 ͷ৔߹Λ͢࡯؍Δɽ͜ͷͱ͖ίʔυͷೖΕํ͸ 6 ௨Γ͋Δɽ

ຊͱͳΔίʔυਤͷίʔυΛআ͘ͱ࣍ͷ༷ʹͳΔɽج

͜ΕΒ͸ order 1 = 4 − 3 ͷΨ΢εϫʔυ 11 ʹ 3 ͭͷ • ΛೖΕͨ΋ͷͱ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽweak͑ߟ RIII relator ͷ͔ؔࣜ܎Βޙ࠷͸ • ͱͯ͠Α͍ɽ

••11• •1•1• •11•• 1••1• 1•1•• 11•••

͜ͷ͔࡯؍ΒɼҰൠͷ n ʹର͢Δ SijTkiUkj ͷܗͷਖ਼نΨ΢εϫʔυ͸

࣍ͷ༷ͯ͠ٻΊΒΕΔɽ

Step 1. order n− 3 ͷਖ਼نΨ΢εϫʔυͷϦετ͸ग़དྷ͍ͯΔͱ͢Δɽ

Step 2. ௕͞ 2(n−3)+3 ͷ഑ྻͷ഑ྻΛ༻ҙͯ͠ɼ• ͷೖΓํͷϦετΛ࡞Δɽ

Step 3. ग़དྷͨ഑ྻͷ • Λ 2 ഒʹ͠ɼ௕͞ 2n ͷ഑ྻΛ࡞Δɽ
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Step 4. 6 ຊͱͳΔίʔυਤʹରԠ͢ΔΨ΢εϫʔυجͷʮ•ʯͷॴʹ͸ɼݸ
123132 Λγϑτͨ͠ n− 2 n− 1 n n− 2 n n− 1 ΛೖΕΔɽ

Step 5. ۭനʮɹʯͷͱ͜Ζʹ͸ɼorder n− 3 ͷਖ਼نΨ΢εϫʔυΛೖΕΔɽ

Step 6. ਖ਼نԽ͢Δɽ

ճసͱ૾ڸͰҰக͢Δ΋ͷΛআ͍ͯɼϥΠσϚΠελʔҠಈͳͲͷૢ࡞Λߦ

͑͹ɼ order n ͷ weak RIII relator ͷશମͷू߹ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

஫ 1. strong ͷ৔߹΋جຊͱͳΔίʔυਤΛ [123123] ʹม͑Ε͹ಉ༷ʹͯ͠

ΊΒΕΔɽ·ͨɼweakٻ RII relator ΍ strong RII relator ͷ৔߹͸ɼ2 ͷݸ

• ͷೖΕํΛ͑ߟΕ͹ٻΊΒΕΔɽ

ྫ 2 (R00001(2, 3)). ίʔυ͕ 2 ຊҎ্ 3 ຊҎԼͷίʔυਤͰ࿈݁ͳ΋ͷ͸

࣍ͷ 3 Ͱ͋Δɽݸ

order ͕ 3 Ҏ্Ͱ 4 ҎԼͷ weak RIII relator Ͱ࿈݁ͳ΋ͷΛؚΉ΋ͷ͸

࣍ͷ 3 Ͱ͋Δɽݸ

Αͬͯɼྻߦ

A =

⎡

⎢⎣
1 0 0

1 −1 3

0 1 −1

⎤

⎥⎦

͕ಘΒΕɼVw(2, 3) := {x | xA = 0} ͱ͓͘ͱɼdimVw(2, 3) = 0 ͱͳΔɽ

ྫ 3 (R00001(3, 4)). ಉ༷ʹͯ͠ɼྻߦ

A =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 2 −1 1 −3 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 −1 0 0 2 −2 2 0
0 0 0 −1 0 0 −1 1 0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 0 2 1 −1
0 0 1 0 0 −1 0 0 1 0 0 −1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

͕ಘΒΕɼVw(3, 4) := {x | xA = 0} ͱ͓͘ͱɼdimVw(3, 4) = 0 ͱͳΔɽ
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͔͜͜Β arrow diagramͷ৔߹Λ͑ߟΔɽϓϩάϥϜͰͷ௕͞ 2nͷ͖޲෇

͖Ψ΢εϫʔυͷߏ଄͸ɼ2ͭͷ௕͞ 2nͷ഑ྻͰ letterΛද͢ letter_list

ͱ orientationΛද͢ orientation_list͔ΒͳΔɽi൪໨ͷ letter͕࢝఺ͷ

৔߹͸ orientation_list[i]ͷ஋͸ 0,ऴ఺ͷ৔߹͸ orientation_list[i]

ͷ஋͸ 1 ͱ͢Δɽ

ྫ 4. ෇͖Ψ΢εϫʔυ͖޲ w = 1̄23̄132̄ͷ৔߹͸letter_list = {1, 2, 3, 1, 3, 2}
orientation_list = {1, 0, 1, 0, 0, 1} ͱͳΔɽ

௕͞ 2n ͷਖ਼نΨ΢εϫʔυ͔Β n ຊͷίʔυΛ࣋ͭίʔυਤ͕࡞ΒΕͨɽ

͜ͷίʔυਤͷίʔυ 1 ຊ 1 ຊʹ͖޲Λࢦఆ͢Ε͹ɼରԠ͢Δ௕͞ 2n ͷ޲

͖෇͖ਖ਼نΨ΢εϫʔυ͕ಘΒΕΔɽn ຊͷίʔυʹ͖޲Λ෇͚Δ෇͚ํΛ

ॻ͖Լ͢͜ͱ͸ɼ࣍ͷ༷ʹؼೲతʹ͑ߦ͹Α͍ɽn = 1ͷͱ͖ɼ→, ← ͷ 2

௨ΓͰ͋ΓɼϓϩάϥϜ্Ͱ͸ → Λ {0, 1}, ← Λ {1, 0} ͱͨ͠ɽn = kͷ

ͱ͖,

→ × (k − 1) ͷ࣌ͷϦετ, ← × (k − 1) ͷ࣌ͷϦετ

ͷ 2k ௨ΓͰ͋Δɽྫ͑͹ n = 2 ͷ৔߹͸

{{0,1}, {0,1}}, {{0,1}, {1,0}}, {{1,0}, {0,1}}, {{1,0}, {1,0}}

ͱͳΔɽ

n ຊͷίʔυͷ͖޲Λ௕͞ 2n ͷਖ਼نΨ΢εϫʔυʹ߹Θͤͯల։Λ͢Ε

͹ɼ௕͞ 2n ͷ͖޲෇͖ਖ਼نΨ΢εϫʔυ͕ಘΒΕΔ.

ྫ 5. Ψ΢εϫʔυ w = 123132ʹ߹Θͤͯɼίʔυͷ͖޲ {{1, 0}, {0, 1}, {1, 0}}
Λల։͢Δͱ orientation_list = {1, 0, 1, 0, 0, 1} Δɽ·ٻ͕

ճసΑΔಉҰࢹΛ͍ߦɼ௕͞ 2nͷ͖޲෇͖Ψ΢εϫʔυͷಉྨܕશମͷू

Γɼorder·ٻ͕߹ n ͷ arrow diagram ͷશମͷू߹͕ٻ·ΔɽҎԼɼ arrow

diagram ͷਤͰ͸ → Λ −•Ͱද͢ɽ
࣍ʹɼn ຊͷίʔυ͔ΒͳΔ Type (ŠIII) relatorsͷશମͷू߹ Ř4(n) ͱ

n ຊͷίʔυ͔ΒͳΔ Type (W̌III) relatorsͷશମͷू߹ Ř5(n) ΛٻΊΔɽ

Ř4(n) ͷ৔߹ʹجຊͱͳΔ arrow diagram ͸ [[12̄31̄23̄]] Ͱ͋Δɽ

ਤ 9: ຊͱͳΔج arrow diagram (strong)

Ř5(n) ͷ৔߹ʹجຊͱͳΔ arrow diagram ͸ [[123̄1̄32̄]] ͱ [[1̄2̄313̄2]] Ͱ

͋Δɽ
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ਤ 10: ຊͱͳΔج arrow diagram (weak)

ຊͱͳΔجͳ͠ͷ৔߹ͱಉ༷ʹɼ͜ΕΒͷ͖޲ arrow diagram ʹ arrow Λ

௥Ճ͠ɼճసʹΑΔಉҰࢹΛ͠ɼϥΠσϚΠελʔҠಈͳͲͷૢ࡞Λ͑ߦ͹ɼ

Ř4(n) ͱ Ř5(n) ΊΒΕΔɽٻ͕

ྫ 6. b = 2, 3, 4, 5 ʹରͯ͠ɼ͖޲ͳ͠ͷ৔߹ɼ͖޲෇͖ͷ৔߹ʹ weak RIII

relator, strong RIII relator ͷ݁ࢉܭՌΛ͓ͯͤ͘ࡌɽ

b 2 3 4 5 6

dimVw(b, b+ 1) 0 0 0 0 ?

dimVs(b, b+ 1) 1 1 1 1 ?

dimV ori
w (b, b+ 1) 1 3 13 ? ?

dimV ori
s (b, b+ 1) 3 18 145 ? ?
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