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概 要
この講演では、自然数で番号付けられたコード図 (chord diagram)

たちの集合 {xi}i∈N を用いて球面曲線全体からなる集合上の整数値関数
P

i αixi を組織的に定義した。このために、コード図たちの生成する Z
加群を考え、その元である Type (I), ((SII), (WII), (SIII), または (WIII)
relatorという元たちと整数値関数

P

i αix̃iを導入した。「もしも
P

i αix̃i

が有限個の relator 上で消えているならば、
P

i αixi は射影されたライ
デマイスター RI (strong RII, weak RII, strong RIII, または weak RIII)
における不変量となる」という主張を示し、具体例を計算した。

球面曲線 (unoriented generic immersed spherical curve) を考える（例は
図 1）。以下、記号 P , P ′ は球面曲線を表すものとする。

図 1: 球面曲線の例

よく知られていることとして次がある：任意の２つの球面曲線は３種類の
射影されたライデマイスター移動 RI、RII、RIII（図 2）からなる有限列で移
り合う (up to ambient isotopy)。ここまで、交点の上下の情報を抜いたライ

RI RII RIII

図 2: ３種類のライデマイスター移動 RI、RII、RIII

デマイスター移動を「射影されたライデマイスター移動」と呼んでいるが、
誤解は少ないと思われるので、以降はそのまま「ライデマイスター移動」と
呼ぶことにする。

∗本研究は科研費 (S)24224002(研究代表者 坪井俊)からの補助を受けました。また本講演の
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しました。

†email:noboru@ms.u-tokyo.ac.jp, 所属：東京大学 大学院数理科学研究科 〒 153-8914
東京都目黒区駒場 3-8-1.

研究集会「結び目の数学 X」報告集  197



この３種類のライデマイスター移動は、詳しく見ると５種類のライデマイ
スター移動だと捉えられる1。球面曲線が 1-componentであることを使うと
ライデマイスター移動をする円盤の外側のつながり方を点線で描くことで図
示される（図 3）2。５種類のライデマイスター移動により、25通りの同値関

RI

strong RII

weak RII

strong RIII

weak RIII

図 3: ５種類のライデマイスター移動 RI、weak RII、strong RII、weak RIII、
strong RIII

係が考えられる。すなわち、ライデマイスター移動をm (≤ 5)種類選んで固
定したとき、それに応じて、次の同値関係が考えられる。

２つの球面曲線 P と P ′が同値である
def⇔P と P ′がm種類のライデマイスター移動を有限回使うことで移り合う

(up to ambient isotopy)。

25通りのうち、非自明な分類問題を与えるのは 20種類の同値関係であるこ
とが知られており [13] (I.-Takimura, 2017)、トポロジカルに重要な問題をい
くつか含んでいることも明らかになってきている。これらは例えば微分構造
の入れ方と RIとの相性の問題もあって精密な議論を展開するにはどうして
も個別の議論をする必要性がある。しかしながら、本研究ではバシリエフ不
変量の考え方を背景にしてより統一的・構成的な不変量の作成方法を与える
ことを目指した。以下、必要な定義を行う（本報告では、“徹底的な厳密さ”
よりも “雰囲気をなるべく早く掴む手軽さ”を優先した。厳密な記述は [8] (I.,
preprint) でおこなった）。

1以前より何件か問い合わせがあったので、この “5種類”の背景や “weak”の呼称について注
釈を付しておく。Östlund は向きのある結び目射影図のライデマイスター移動と有限型不変量の
研究から、ライデマイスター移動の精密化に関する考察をしており、結び目射影図から有限型不
変量を作るためには有限型不変量の不変性の check に RII に対応するライデマイスター移動が
不要だろう、という考えに到達している [14] (Östlund, 2001)。そもそも結び目不変量たちには
補空間やコホモロジーのように３次元で作成される一面と結び目射影図で考える一面があり、そ
の差を丁寧に見たいというモチベーションは必要に迫られ、でてくるものである。Östlund よ
り前には Arnold が RII を２種類に分けて Vassiliev 不変量の曲線版を考察しており、RII を２
種類に分けるのは Legendrian knot の考察にとって由緒正しいことが明らかになっている [1]
(Arnold, 1994)。また Viro はある “積分” を用いて Arnold 不変量の一般化 (量子化) をする
中できわめて自然な形で RIII を２種類にわけることの考えに到達している [15] (Viro, 1996)。
Arnold 不変量のトポロジカルな意味での拡張は Seifert splice を施して得られた state に関す
る Alexander numbering を用いており、不変性が “当たり前”のものとしてでてくる RIII の１
ケースが “weak”である。

2講演では球面曲線の向きを用いて図示した。
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図 4: 球面曲線 P とコード図 CDP

定義 1. コード図とは円周上２個ずつペアとなる点配置のことである (up to
ambient isotopy, up to reflection)。球面曲線 P のコード図 CDP とは２重点
の逆像の配置が定めるコード図のことである (具体例は図 4)。

α
α

α

α
α

α
1

2

3

4

5

6

α

α

2

5

α

α

1

4

図 5: コード図と部分コード図

球面曲線に発生するライデマイスター移動は一般には無限通り発生するの
で、その不変性の checkを有限回の checkに落とし込みたい。そこで (歴史的
によく使われてきた方法を踏まえて)部分コード図の countingを考える (具
体例は図 5)。部分コード図を数え上げる関数を (応用数学の見地も鑑みてコ
ンピューターの計算に伸びていくように) わかりやすく定義するには、とり
あえず (現時点では)ワードによる取り扱いが適切だと考えられる。

定義 2. 長さ nのワード とは写像 w : {1, 2, . . . , n} → Nのこととする。表
示はよく使われる w(1)w(2) · · ·w(n)を用いる。ワードの letterとは w の像
の元のことである。長さ 2nのガウスワードとは、各 letter (n個) がちょう
ど２回現れるワードのことである。２つのガウスワード w, v が isomorphic
であるとは、全単射 f : w(2̂n) → v(2̂n) が存在して次を満たすことである：

∃t ∈ Z, ∃ε ∈ {0, 1} s.t. v ◦ (cyc)t ◦ (rev)ε = f ◦ w.

ただし、cycと revは次で定める：

cyc(p) ≡ p + 1 (mod 2n), rev(p) ≡ −p + 1 (mod 2n).

ガウスワード vの同型類は [v]と表すことにする。定義からガウスワード v

の同型類 [v]とコード図は同一視されることがわかる（図 6）。

定義 3. G<∞ をコード図全体からなる集合とし、G<∞ と {xi}i∈N の間に全
単射を固定する。 G≤d を {CD ∈ G<∞ | CDが高々 d chordsを持つ }とす
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図 6: コード図の同一視による様々な表示例。矢印で書いたのは、表示が４
つあることをあわらしており、等号はガウスワードの同型またはコード図の
同型から導かれる等号を表している。

る。nd = |G≤d|、Gb,d = G≤d \ G≤b−1 とする。ガウスワード Gに対して数
x̃(G)を次で定める：

x̃(G) =

{
1 [G] = x

0 [G] 6= x

定義からガウスワード F1 と F2 が [F1] = [F2]を満たすと x̃(F1) = x̃(F2)
となることが直ちにわかる。よってこれは x̃([F1])と書くことを許す（well-
definedだから）。

定義 4. ガウスワード Gに対して Sub(G) = {H | H : Gからいくつか文字
を消したもの } とする。コード図 x ∈ {xi}i∈N に対して、Sub(G)の部分集
合 {H | H ∈ Sub(G), [H] = x}を Subx(G)とする。Subx(G)の要素の個数
を x(G)と定義する。

定義から Gと同型な G′ に対して x(G) = x(G′)である。よって G, G′ を
表すコード図CDに対して x(CD)と書いても良い (well-definedだから)。こ
れらを総合すると CD = [G]に対して、整数値関数 x(CD)は

x(CD) =
∑

z∈Sub(G)

x̃(z) (1)

となる。
最後に関数 x(CD)が不変量となるための十分条件を書くために relatorを
定義する。

定義 5. relator ∈ Z[G<∞]を図7によって定義する (厳密にはガウスワードを書
いて定義されるが、ここではその記述は [8](I., preprint)にゆずるものとする)。
図 7にあるように、Relatorは５種類で Type (I) relator, Type (SII) relator,
Type (WII) relator, Type (SIII) relator, Type (WIII) relator と呼ぶ。５種
類の relatorに対応してそれぞれの全体集合に次の記号を与える。すなわち
R1 = Type (I) relators 全体の集合、R2 = Type (SII) relators 全体の集
合、R3 = Type (WII) relators全体の集合、R4 = Type (SIII) relatorsの全
体の集合、R5 = Type (WIII) relatorsの全体の集合。この上で Rε1ε2ε3ε4ε5 を
Rε1ε2ε3ε4ε5 = ∪εi=1Riと定義する。さらにRε1ε2ε3ε4ε5(b, d) = Ob,d(Rε1ε2ε3ε4ε5)
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図 7: Relators

とする。ただし、Ob,d は「b ≤ コードの数 ≤ d」を満たすコード図のみを残
す projectionとする。

定義 5 からすぐにわかるものの、主定理 (定理 1) の証明に効いている補
題 1、その直接の帰結である命題 1を記載しておく。

補題 1. もし nb−1 + 1 ≤ i ≤ nd ならば、任意の r ∈ Z[G≤l]について

x̃i(r) = x̃i(Ob,d(r)).

命題 1. 自然数 b, d (2 ≤ b ≤ d)に対して、
∑

nb−1≤i≤nd
αixiを上記で定めた

ものとする。(ε1, ε2, ε3, ε4, ε5) ∈ {0, 1}5を勝手に選ぶ。Rε1,ε2,ε3,ε4,ε5 は定義 5
で定めたものとする。次の (1), (2)は同値である。
(1)

∑
nb−1≤i≤nd

αix̃i(r) = 0 (∀r ∈ Rε1,ε2,ε3,ε4,ε5).
(2)

∑
nb−1≤i≤nd

αix̃i(r) = 0 (∀r ∈ Rε1,ε2,ε3,ε4,ε5(b, d)).

主結果を述べる。

定理 1. 自然数 b, d (2 ≤ b ≤ d)に対して、
∑

nb−1≤i≤nd
αixiを上記で定めた

ものとする。(ε1, ε2, ε3, ε4, ε5) ∈ {0, 1}5を勝手に選ぶ。Rε1,ε2,ε3,ε4,ε5 は定義 5
で定めたものとする。

εj = 1ならば∑
nb−1≤i≤nd

αix̃i(y) = 0 (∀y ∈ R0···0εj0···0(b, d)) と仮定する.
このとき

∑
nb−1≤i≤nd

αixi は εj = 1となるすべての (射影された)ライデ
マイスター移動の整数値不変量となる。

ここではR10000の場合についてのみ証明のスケッチをお見せする。そのこ
とにより、一般の場合も似たような形で証明される、という全体の雰囲気を
お伝えする。
(R10000 の場合について証明のスケッチ) P と P ′ を球面曲線を１回の RIで
移り合う球面曲線とし、P を交点が多い方とする。このとき（定義 1、2に
より）、ガウスワード G、letter iが存在して（図 6によるコード図とガウス
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ワードの同型類の間にある同一視により）CDP = [Gii]、CDP ′ = [G]とか
ける。
ここで定義 4の記号 Sub(G)を思い出してほしい。この letter iが入らない

Gの部分ワード全体からなる集合 Sub(0)(G)、iが入る Gの部分ワード全体
からなる集合 Sub(1)(G)が発生し、Gの部分ワード全体からなる集合 Sub(G)
を (自然に)分割する：

Sub(G) = Sub(0)(G) t Sub(1)(G). (2)

以下、第 1等号では式 (1)、第 2等号で (2)を使うと次を得る。∑
nb−1+1≤i≤nd

αixi(P ) =
∑

nb−1+1≤i≤nd

∑
z∈Sub(G)

αix̃i(z)

=
∑

nb−1+1≤i≤nd

αi

 ∑
z0∈Sub(0)(G)

αix̃i(z0) +
∑

z1∈Sub(1)(G)

αix̃i(z1)

 .

任意のGiiの部分ワード z1はGの部分ワード z0を用いて書かれているはず
だから Sub(1)(G) = {z0ii | z0 ∈ Sub(0)(G)}となる。以下、第 1等号につい
ては上記の続き、第 2等号については z1が z0iiと書けるとした今の注意、第
3等号については定義 3直後で説明した書き換えを使い、次を得る。∑

nb−1+1≤i≤nd

αixi(P )

=
∑

nb−1+1≤i≤nd

αi

 ∑
z0∈Sub(0)(G)

αix̃i(z0) +
∑

z1∈Sub(1)(G)

αix̃i(z1)


=

∑
nb−1+1≤i≤nd

αi

 ∑
z0∈Sub(0)(G)

αix̃i(z0) +
∑

z0∈Sub(0)(G)

αix̃i(z0ii)


=

∑
nb−1+1≤i≤nd

αi

 ∑
z0∈Sub(0)(G)

αix̃i([z0]) +
∑

z0∈Sub(0)(G)

αix̃i([z0ii])

 .

相手の P ′に対しても同様な (ただし、上記よりもずっと容易な)計算をする。
以下、第 1等号では式 (1)、第 2等号では Sub(G′)が Sub(0)(G)と同一視でき
ることを使い、第 3等号は定義 3直後で説明した書き換えを使い、次を得る。∑

nb−1+1≤i≤nd

αixi(P ′) =
∑

nb−1+1≤i≤nd

∑
z′∈Sub(G)

αix̃i(z′)

=
∑

nb−1+1≤i≤nd

∑
z0∈Sub(0)(G)

αix̃i(z0)

=
∑

nb−1+1≤i≤nd

∑
z0∈Sub(0)(G)

αix̃i([z0]).
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上記
∑

nb−1+1≤i≤nd
αixi(P )と

∑
nb−1+1≤i≤nd

αixi(P ′)の計算結果を比べて∑
nb−1+1≤i≤nd

αixi(P ) −
∑

nb−1+1≤i≤nd

αixi(P ′)

=
∑

nb−1+1≤i≤nd

∑
z0∈Sub(0)(G)

αix̃i([z0ii]).
(3)

今、仮定から ∑
nb−1+1≤i≤nd

αix̃i(r) = 0 (∀r ∈ R10000(b, d)).

命題 1から、 ∑
nb−1+1≤i≤nd

αix̃i(r) = 0 (∀r ∈ R10000).

よって、 ∑
nb−1+1≤i≤nd

∑
z0∈Sub(0)(G)

αix̃i([z0ii]) = 0.

したがって (3) より、∑
nb−1+1≤i≤nd

αixi(P ) =
∑

nb−1+1≤i≤nd

αixi(P ′).

�

例 1. 具体例を見ておく。行列 (x̃i(rj)) (rj ∈ R00010(2, 3))を書くと図 8の形
になる（ただし i ∈ Nは必要であれば順番を付け替えて図 8の順番にする）。
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図 8: (x̃i(rj))1≤i≤3,1≤j≤3.

この kerを計算すると、かつて [10] (I.–Takimura, 2015)により与えられ
た、(prime 7交点以下の spherical curveをRI, strong RIIIの同値関係で完全

に分類するくらい強い) 不変量 3 n− 3 n��@@ + n��@@ が１つでてくる。rank
の計算 (例えばよく使われる掃き出し法)から不変量の個数がわかる。非自明
なもののみを取り出すには知られている簡単な球面曲線のガウスワードを代
入すればよい。
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RIが入らない球面曲線の面白いクラスは Arnold, Viro等、数多くの論文
で扱われている。ここでは以下、RIが入った球面曲線で特に面白いクラスを
３つ挙げておく。
(例 1) RIと RIIIのクラス。
このクラスはÖstlund予想「任意の平面曲線は (up to isotopyで) RIとRIII
により単純閉曲線になるだろう」があった。本報告書 2ページ目の注釈にも
書いたように結び目の有限型不変量の理論の基礎部分に関わっている。この
クラスで「即座に判別できる」という意味で決定された同値類はまだない。
Östlund予想は [6](Hagge-Yazinski, 2014)により最小交点が 16の反例が与え
られた (図 9(左))。その後、最小交点が 15の反例は [12](I.-Takimura, 2016)
により与えられた (図 9(右))3。なお、この論文 [12](I.-Takimura, 2016)で最
小交点が 15以上の奇数交点、偶数交点ともに非自明な曲線が存在することま
でわかっている (交点 14以下ではÖstlund予想の反例が存在するか、わかっ
ていない)。

図 9: 左は 16交点, 右は 15交点の反例

(例 2) RI, weak RII, weak RIIIのクラス。
驚くべきことに、このクラスでも「即座に判別できる」という意味で決
定された同値類はまだ一つもない。花木良の trivializing number tr(P ) [4]
(Hanaki, 2010) と canonical genus g(P )を用いて、不変量

tr(P ) − 2g(P )

が見つかり、無限個の同値類の存在が示された [11] (I.-Takimura, 2015)。prime
spherical curveを交点の小さい方から見ていくと最初の非自明な同値類の代
表元は 74(図 10)である。例えば計算すると tr(74) − 2g(74) = 2となり 0と
はならない。さらに任意の 0以上の偶数に値をもつ prime spherical curveが
見つかっている [11]。ただし、課題もある。例えば関数 tr(P )− 2g(P ) = 0と
なるような P のなす集合については決定されていない。また一般には trの計
算が即座に定まらないので、さらなる trの評価法や、異なる不変量の研究、
あるいは本講演の前に行われた船越紫の講演 [2]、あるいは橋爪惠の講演 [5]
のような distanceの設定と、その解明が強く望まれる。なお、球面曲線にお
ける distanceは最近になって初めて導入された [3] (Funakoshi-Hashizume-
I.-Kobayashi-Murai, preprint)。

3横山知郎によって、その存在の可能性が最初に指摘された。
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図 10: RI, weak RIII, weak RIIIの同値関係において prime 7交点以下で唯一
非自明な 74。

(例 3) RI, weak RIIIのクラス。
このクラスは positive knotとダイレクトな関係がある。すなわち、球面曲
線の交点すべてを positive crossingにする操作 (positive化)を行ったときの
positive knot diagramに入る moveは knotのライデマイスター移動に含ま
れ (図 11)、それにより次のmap f が誘導される。

図 11: RI, weak RIII を positive化により、knotのライデマイスター移動の
一部になるようす

f : (1, weak 3) class 7→ positive knot isotopy class
これに対して、次の問題は未解決である。

問 1 (S. Kamada, Y. Nakanishi, 2013)). 上記の f は単射か？

例えば、unknotでは 1対 1だと示されている [9] (I.-Takimura, 2013)が、
ほかの同値類ではよくわかっていない。
また図 11からわかるように、このクラスの positive knotとの関連性によ
り、結び目のVassiliev不変量のなすベクトル空間の次元の評価を与えるサン
プルクラスとして役立つことが期待される。
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