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1. Introduction

Ralph Foxは, 図式的に定義された交代絡み目の内在的な特徴づけを問うた. 最近,

Greene [4]とHowie [5]が独立に, 交代絡み目の張る曲面を使ってFox問題に回答を与
えた.

本稿では, 交代絡み目の外部空間を立方複体を用いて特徴づける. 重要な役割を果た
すのは, Aitchison複体とDehn複体である. 絡み目の連結な図式に対して, 絡み目外部
空間の立方体分割を与える方法がある. これはAitchisonによって考案され, Agol [2],

Adams [1], Thurston [7], 横田 [8, 9]らによって使われてきた. 本稿では, この立方複体
をAitchison複体と呼ぶことにする. 立方体分割の詳しい方法と背景は作間-横田 [6]

にある.

我々は“signed colored”立方複体（以下，SC-立方複体）という概念を導入する. 2次
元 SC-立方複体とそれに付随する 3次元 SC-立方複体を定義し, これらを用いてDehn

複体とAitchison複体を記述する. 主定理で, 与えられた 3次元 SC-立方複体がある交
代絡み目外部空間を表すAitchison複体と同相であるための必要十分条件を述べる（定
理 4.1）. これは立方複体を用いた交代絡み目外部空間の特徴づけを意味する（系 4.2）.

2. Intuitive Description of Aitchison Complexes for Alternating

Links

ここでは, 交代絡み目の外部空間を表すAitchison複体の構成を直感的に説明する. Γ ⊂
S2 を連結な交代絡み目図式とし, L ⊂ S3 を Γ が表す交代絡み目とする. E(L) =

S3 \ intN(L)をLの外部空間とする（ここでN(L)はLの開正則近傍である）. S3 \ S2

の2つの連結成分から1つずつ点P+, P−をとる. これらはそれぞれS2の上と下にある
とみなす. S3 \ {P+, P−}をS2 × Rと同一視する. 図式ΓはS2 × {0}上の 4価グラフと
みなす. Lは投影平面S2 × {0}と 2n個の点で横断的に交わるとする（ここでnはΓの
交点数である）.

Γの各頂点xに対して, 正方形s ⊂ S2 = S2×{0}を考える. これはxの (S2,Γ)内での
相対正則近傍を成し, sの4つの頂点はxの周りの 4つの辺の germ上にある. x+, x−を
それぞれΓの頂点xの上と下にあるLの点とする. join x+ ∗sを“upper pyramid” ∆+と
し, join x− ∗ sを“lower pyramid” ∆−とする（図 2）. ∆±∩L = {x±}, ∆+∩∆− = sと
してよい. {∆±

1 , . . . ,∆
±
n }をLのcrossing arcの周りに位置する, S3内の2n個のpyramid

の集合とする.

ここで, 相対イソトピーがあることを考察する. 図式 Γの辺 eを 1つ選び, その端
点を x1, x2とする（図 1）. eに対応するLの弧を ẽとし, その端点を x+

1 , x
−
2 とする.

w = ẽ∩S2を ẽの中点とみなす. 垂直な線分wP+, wP−を考える. 次のような (S3, L)内
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図 1 図 2

の相対イソトピーが存在する（図 2）：

△x+
1 a1b1 ∼ △wP−P+ ∼ △x−

2 a2b2.

これらのイソトピーは△x+
1 a1b1から△x−

2 a2b2への同相写像を誘導する. x±
i の十分小さ

い近傍を取り除くことで, ∆±
i から立方体O±

i を得る.
{
∆+

i ∪∆−
i

}
i
の面の間の同相写像

は, 立方体
{
O±

i

}
i
の貼り合わせ情報を誘導する. A(Γ)を面の間の貼り合わせ情報をも

つ立方複体 {O±
i }iとし, D(Γ)を正方形 {si = O+

i ∩ O−
i }iからなるA(Γ)の部分複体と

する.

命題 2.1. • A(Γ)はE(L)の立方体分割を与える.

• 変形レトラクション r : E(L) → D(Γ)が存在し, A(Γ)は r|∂E(L)の写像柱と同一視
される.

• A(Γ)とD(Γ)が非正曲率をもつことの必要十分条件は, 図式Γが素であることで
ある.

実は, D(Γ)はΓのDehn複体と同相である (Dehn複体の定義は [3]を見よ). A(Γ)をΓ

のAitchison複体と呼ぶ.

3. Signed Colored Complexes

この節で, SC-立方複体の概念を導入する.

定義 3.1. SC-正方形 (signed colored square)とは, 次の情報を持った正方形 s :=

[0, 1]2である：

• 頂点 (0, 0), (1, 1)は符号−を, 頂点 (0, 1), (1, 0)は符号+をもつ.

• 水平な辺 I × {0}, I × {1}は符号B (Black)を, 垂直な辺{0} × I, {1} × Iは符号
W (White)をもつ.

各 SC-正方形 sに対し, sの各辺は−頂点から+頂点に向きづけられているとする.

SC-正方形のn個のコピー s1, . . . , snを考え, その集合をSとする.

SC-正方形の貼り合わせ情報を決定する. Sに含まれるSC-正方形の+頂点の集合を
V±(S), −頂点の集合を V−(S)とし, SC-正方形の辺の集合をE(S)とする. V+(S)から
V−(S)への全単射φを考える. φは次のようにして全単射Φ: E(S) → E(S)を誘導する
（図 3）. ある+頂点 vをとる. vはφによって−頂点φ(v)にうつされる. このとき, v
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図 3

図 4

を終点にもつB辺 eがただ 1つ存在し, 一方φ(v)を終点にもつB辺がただ 1つ存在す
る. このB辺をΦ(e)と定義する. W辺に対しても同様に, vを終点にもつただ1つのW

辺 e′に対し, φ(v)を終点にもつW辺Φ(e′)がただ1つ定義される. よって, φは“色を保
つ”全単射Φを誘導する. 各 e ∈ E(S)に対して, fe : e → Φ(e)を向きを保つ同相写像と
する. これらの同相写像の集合 {fe : e → Φ(e)}e∈E(S)を SC-正方形S = {s1, . . . , sn}の
貼り合わせ情報とみなす.

定義 3.2. 上のようにして (S, φ)から得られる立方複体を 2次元SC-立方複体 (signed

colored squared complex)と呼び, C2(S, φ)と表す.

C2(S, φ)に付随する 3次元 SC-立方複体を定義する. 各 SC-正方形 s ∈ S に対し,

s×[0, 1]を“上SC-立方体(upper signed colored cube)”, s×[−1, 0]を“下SC-立方体
(lower signed colored cube)”とする. C2(S, φ)のSC-正方形の集合S = {s1, . . . , sn}
に対し, C+ = {si × [0, 1]}ni=1を上 SC-立方体の集合とし, C− = {si × [−1, 0]}ni=1を下
SC-立方体の集合とする.

F (C±)をSC-立方体の面の集合とする. 各辺 e ⊂ sに対し, SC-立方体の面は e× [0, 1]

または e× [−1, 0]で表される. 次のように定めることで, 全単射Φ: E(S) → E(S)は面
の間の全単射 Φ̂ : F (C−) → F (C+)を誘導する（図 4）：

Φ̂(e× [−1, 0]) = Φ(e)× [0, 1].

また次の式によって, 同相写像 fe : e → Φ(e)は面の間の同相写像 f̂e : e × [−1, 0] →
Φ(e)× [0, 1]を誘導する：

f̂e(x, t) = (fe(x),−t) (x ∈ e, t ∈ [−1, 0]).

これらの同相写像の集合 {f̂e : e × [−1, 0] → Φ(e) × [0, 1]}e∈E(S)を SC-立方体C+ ∪ C−

の貼り合わせ情報とみなす.

研究集会「結び目の数学 X」報告集  155



図 5

定義 3.3. 上のようにして (S, φ)から得られる立方複体を 3次元SC-立方複体 (signed

colored cubed complex)と呼び, C3(S, φ)と表す.

このとき, 2次元SC-立方複体C2(S, φ)は付随する3次元SC-立方複体C3(S, φ)の部分
複体であり, C3(S, φ)からC2(S, φ)への自然な変形レトラクションが存在する.

Dehn複体と Aitchison複体が SC-立方複体であることを確認する. SC-正方形とそ
の貼り合わせ情報が絡み目図式から定まることをみればよい（図 5）. Γ ⊂ S2を連
結な n交点交代絡み目図式とする. 図式に白黒彩色を施す. このとき, 付随する黒色
曲面が Γの各交点で右半ひねりのバンドをもつようにする. Sを Γの頂点の相対正則
近傍 {s1, . . . , sn}の集合とする. 各近傍において, underpass上にある頂点に符号+を,

overpass上にある頂点に符号−を与える. さらに, 黒領域上にある辺に符号Bを, 白領
域上にある辺に符号W を与える. よって, これらの近傍は SC-正方形とみなすことが
できる. Γ \

∪n
i=1 int(si)は, +頂点と−頂点を結ぶ弧の非交和である. これらの弧の端

点を対応させることでφ : V+(S) → V−(S)が定まる. SC-立方複体の構成方法から次を
得る.

命題 3.4. 2次元SC-立方複体 C2(S, φ)はΓのDehn複体D(Γ)と同相である. 付随する
3次元SC-立方複体C3(S, φ)はΓのAitchison複体A(Γ)と同相である.

4. Characterization

定理 4.1. SをSC-正方形の集合とし, φ : V+(S) → V−(S)を全単射とする. 3次元SC-立
方複体 C3(S, φ)がある連結な交代図式Γ ⊂ S2のAitchison複体と同相であるための必
要十分条件は, φが誘導する全単射Φ: E(S) → E(S)が次の等式を満たすことである :

|E(S)/⟨Φ⟩| = |S|+ 2. (∗)

ただし, E(S)/⟨Φ⟩はΦから誘導される巡回群 ⟨Φ⟩のE(S)への作用の軌道空間を表す.

Proof. 条件が十分であることを示す. 3次元SC-立方複体C3(S, φ)がある連結な交代図
式Γ ⊂ S2のAitchison複体と同相であると仮定する. SC-正方形の集合Sと全単射φは
3 節と同様にΓから構成されるとする.

ここで, Φの誘導する巡回群 ⟨Φ⟩のE(S)への作用を考える. 1つの軌道に含まれる辺
は図式Γの同じ領域に属するので, 群作用の軌道とΓの領域は 1対 1対応の関係にある
ことがわかる.
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投影平面 S2のΓによるセル分割を考え, S2のオイラー標数を計算する. SC-正方形
はΓの各頂点に対応するので, 頂点の数は |S|である. Γの表す絡み目の埋め込みの逆
像S1 ⊔ · · · ⊔ S1を考える. Γの |S|個の頂点の逆像は2|S|個の点でありS1 ⊔ · · · ⊔ S1を
2|S|に分割する. よって, 辺の数は 2|S|である. 面の数は図式の領域の数であり, 上の
考察よりそれは |E(S)/⟨Φ⟩|である. 一方, χ(S2) = 2より,

2 = χ(S2) = |S| − 2|S|+ |E(S)/⟨Φ⟩|

である. よって, 式 (∗)を得る.

条件が必要であることを示す. 式 (∗)が成り立つとする. C3(S, φ) ∼= A(Γ)となるよ
うな連結な交代図式Γ ⊂ S2を, 次のように構成する. 各+頂点vに対し, vとφ(v)を結
ぶ 1-セル γvを貼りつける. 各 SC-正方形に対し, −頂点同士を結ぶ overpassと+頂点
同士を結ぶunderpassを貼りつける. 各軌道に対して, 軌道に含まれる辺の間には頂点
を結ぶ 1-セル γvが必ず存在するので, Γ上に simple 1-cycleをとることができる. この
1-cycleに沿って 2-セルを貼りつける. このようにして得られる 2次元セル複体をMと
する. {γv}v∈V+(S) ∪{overpasses}∪ {underpasses} は明らかにM上で連結な交代図式で
ある.

M が S2と同相であることを確かめる. M が向き付け可能な 2次元多様体であるこ
とはすぐにわかる. よって, オイラー標数χ(M)を計算する. 以下, |S| = nとおく. 各
SC-正方形が 4個の頂点をもつので, 頂点の数は 4nである. 辺の数は 6nである. これ
は, SC-正方形の4n個の辺と2n個の1-セル{γv}v∈V+(S)からなる. 面の数は, n個のSC-

正方形と |E(S)/⟨Φ⟩|個の2-セルの和n+ |E(S)/⟨Φ⟩|である. よって,

χ(M) = 4n− 6n+ (n+ |E(S)/⟨Φ⟩|) = −n+ |E(S)/⟨Φ⟩|

であり, 仮定よりχ(M) = 2がわかる. したがって, MはS2と同相である. これで証明
が完了した.

よって, 系として交代絡み目外部空間の特徴づけが得られる.

系 4.2. コンパクトな3次元多様体Mが連結な交代図式で表された交代絡み目Lの外部
空間と同相であることの必要十分条件は，Mが次を満たす3次元SC-立方複体C3(S, φ)

の底空間と同相であることである：|E(S)/⟨Φ⟩| = |S|+ 2.
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