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1 はじめに
本稿では，Lefschetz fibrationと呼ばれる構造を持った 4次元多様体の，符号数と呼ばれる不変

量を考察する．また，特に断らない限り，本稿においては多様体はすべて可微分, コンパクト, 向
き付けられているとする.
この節では符号数と Lefschetz fibrationの定義を与える．

定義 1.1. (交叉形式) 2n次元多様体M の基本類を [M ] ∈ H2n(M,∂M ;Z)とする. このとき,

QM : Hn(M,∂M ;Z) × Hn(M,∂M ;Z) → Z
QM (α, β) = ⟨α ∪ β, [M ]⟩

で定義される双線形形式QM をM の交叉形式と呼ぶ. 特に, Poincaré-Lefschetz双対定理により
QM はHn(M ;Z)上の双線形形式とも見なせる.

M が 4次元多様体であるとき，QM の重複度を込めた正，負，0の固有値の個数をそれぞれ，
b+2 (M), b−2 (M), b02(M)と表す．

定義 1.2. (符号数) QM の符号数 b+2 (M)− b−2 (M)を σ(M)と書き，多様体M の符号数と呼ぶ．

注意 1.3. b2(M) = b+2 (M) + b−2 (M) + b02(M)である．

次に Lefschetz fibrationの定義を与える．M,Bをそれぞれ 4,2次元連結多様体とし,f :M → B
を滑らかな全射とする.

定義 1.4. (Lefschetz fibration) f が次の (1),(2)を満たすとき,f を Lefschetz fibrationと呼ぶ.
(1) {b1, . . . , bm} ⊂ IntBを f の臨界値集合としたとき,各 biに対し f−1(bi)はただ一つの臨界点 pi
を持つ，
(2)各 iに対し,bi, piの,B,M の向きと両立する局所複素可微分座標近傍 (U,w), (V, (z1, z2))が存在
し, V 上で f(z1, z2) = z21 + z22 となる．

注意 1.5. • b0 ∈ B−{b1, . . . , bm}を取ると,f−1(b0)はコンパクト有向曲面となる．このf−1(b0)
を Lefschetz fibrationの一般ファイバー，f−1(bi) (1 ≤ i ≤ m)を特異ファイバーと呼ぶ．

• f を特異ファイバー達の補空間に制限したものは一般ファイバーをファイバーに持つファイ
バー束となる．この時の各臨界値周りのモノドロミーは，消滅サイクルと呼ばれる一般ファ
イバー内の単純閉曲線に沿ったDehnツイストになることが知られている．

図 1.1: 左:一般ファイバー，右:特異ファイバー，赤線:消滅サイクル
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2 主結果
本節で主結果とその証明の概略を説明する．Σr

gを種数 g，境界 rのコンパクト有向曲面とする．
主結果は以下である．

定理 2.1. r を 0以上の整数，f : Y → D2 を，Σr+1
0 を一般ファイバーとし，消滅サイクルを

γ1, . . . , γm ⊂ Σr+1
0 とするような Lefschetz fibrationとする．このとき，

σ(Y ) = −m+ dim ⟨ γ1, . . . , γm ⟩

が成立する．
ただし，⟨ γ1, . . . , γm ⟩は γ1, . . . , γm が生成するH1(Σ

r+1
0 ;R)の部分空間である．

また，Lefschetz fibrationのハンドル分解を考察することにより，次の系が導かれる．

系 2.2. 定理 2.1と同じ状況において，σ(Y ) = −m+ r − b1(Y )である．

証明のために次の定理を紹介しておく．
X−，X0，X+を 3次元多様体，Y，Y−，Y+を 4次元多様体，Z を 2次元多様体とし，以下を

満たすとする (図 2.1).
Y = Y− ∪ Y+，Y− ∩ Y+ = X0，∂Y± = X± ∪X0，∂X± = ∂X0 = Z．

Y+

Y-

X+

X-

X0Z

図 2.1: Wall’s non-additivity

Y の向きは Y−と Y+の向きに誘導される向きであり,その他については,
∂∗[Y−] = [X0]− [X−]，∂∗[Y+] = [X+]− [X0]，∂∗[X0] = ∂∗[X±] = [Z]，
により向き付けられているとする．ただし，∂∗はホモロジー完全系列における連結準同型である.
it : Z ↪→ Xt (t = −,+, 0)とし，it∗ を it による R係数ホモロジー群の間の誘導準同型とする．
V = H2n−1(Z;R)とおき，V の部分空間 L−, L0, L+とベクトル空間W を次のように定義する．

L− = Ker(i−∗ : V → H2n−1(X−;R))
L0 = Ker(i0∗ : V → H2n−1(X0;R))
L+ = Ker(i+∗ : V → H2n−1(X+;R))

W =
L− ∩ (L0 + L+)

(L− ∩ L0) + (L− ∩ L+)

a, a′ ∈ L−∩ (L0+L+)を取ったとき,a′+ b′+ c′ = 0を満たす b′ ∈ L0, c
′ ∈ L+が存在する. そこで,

Ψ′ : L− ∩ (L0 + L+)× L− ∩ (L0 + L+) → R

を，Ψ′(a, a′) = QZ(a, b
′)となる双線形形式とすれば，Ψ′はW 上でwell-definedとなり，W 上に対

称な双線形形式Ψを誘導する．Ψの符号数を σ(V ;L−, L0, L+)とするとき，次の定理が成り立つ.

定理 2.3. (Wall[2])
σ(Y ) = σ(Y−) + σ(Y+)− σ(V ;L−, L0, L+)
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証明の概略. 定理 2.1:
rを0以上の整数，f : Y+ → D2を，Σr+1

0 を一般ファイバーとし，消滅サイクルをγ1, . . . , γm ⊂ Σr+1
0

とするような Lefschetz fibrationとする．

Y− = (
r⨿

i=0
D2

i )×D2，

X0 = (
r⨿

i=0
∂D2

i )×D2 = ∂Y+ − Int f−1(∂D2)，

X+ = f−1(∂D2)，

X− = (
r⨿

i=0
D2

i ) × ∂D2 として定理 2.3を適用させる (図 2.2)．このとき，Y = Y+ ∪ Y− は S2 ×

D2#mCP2と微分同相になるので，σ(Y ) = −mとなる．さらに，仮定からは次の 2つの命題が導
かれる．

命題 2.4. Ψは正定値である．

命題 2.5. dim W = dim ⟨ γ1, . . . , γm ⟩となる．

これらより，

−m = σ(Y ) = σ(Y+)− σ(V ;L−, L0, L+) = σ(Y+)− dim ⟨ γ1, . . . , γm ⟩

となり，主結果を得る．

図 2.2

命題 2.4，2.5は次の補題から与えられる．

補題 2.6. W,Ψは以下で与えられる

W = ⟨
m∑
s=1

QZ(γs, l1)γs, . . . ,
m∑
s=1

QZ(γs, lr)γs ⟩

Ψ(
m∑
s=1

QZ(γs, li)γs,
m∑
s=1

QZ(γs, lj)γs) =
m∑
s=1

QZ(γs, li)QZ(γs, lj)

ここで Z 内のホモロジー類 lj は次の補題 2.7に現れるものとする．

補題 2.7. γ1 . . . , γm を Σr+1
0 内の単純閉曲線, ϕ = tγm ◦ · · · ◦ tγ1 ,Σϕ = Σr+1

0 × [0, 1]/(x, 1) ∼

(ϕ(x), 0), Z = ∂Σϕ =
r⨿

j=0
∂D2

j × ∂D2, ∂j (j = 0, . . . , r)を ∂Σr+1
0 の各連結成分,pj (j = 0, . . . , r)を

∂j上の一点, i : Z ↪→ Σϕを包含写像,各 jに対しmj , lj ∈ H1(Z)をmj = [∂j×{0}], lj = [pj×∂D2]

とする. ただし QZ(mi, lj) = δij となるようにとる. このとき，γs ∈ H1(Σ
r+1
0 ) =

r
⊕
i=1

Rmi ⊂
r
⊕
i=0

Rmi ⊕ Rli = H1(Z)であり，

i∗(lj) = i∗(l0)−
m∑
s=1

QZ(γs, lj)i∗(γs)

となる．ただし，tγ は γに沿ったDehnツイストである．
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証明の概略. 命題 2.4&2.5: どちらも補題 2.6から直接計算によって示される．

補題 2.7を認めて補題 2.6を示す．

証明の概略. 補題 2.6: 補題 2.7から

L+ = Ker i+∗ = ⟨ l1 − l0 +
m∑
s=1

QZ(γs, l1)γs, . . . , lr − l0 +
m∑
s=1

QZ(γs, lr)γs,
r∑

i=0

mi ⟩

また，

L− = Ker(i−∗ : H1(Z) → H1(X−)) =
r
⊕
i=0

Rmi

L0 = Ker(i0∗ : H1(Z) → H1(X0)) =
r
⊕
i=0

Rli

であることは，設定から明らかなので，

W =
L− ∩ (L0 + L+)

(L− ∩ L0) + (L− ∩ L+)
= ⟨

m∑
s=1

QZ(γs, l1)γs, . . . ,
m∑
s=1

QZ(γs, lr)γs ⟩

となる．このことを用いてΨを直接計算することにより補題が示される．

証明の概略. 補題 2.7: σj を p0 から pj への道とする．自然な射影 Σr+1
0 × [0, 1] → Σϕ の誘導す

るチェイン複体の間の準同型を考えることにより，i∗(lj) = i∗(l0) + [ϕ#(σj) − σj ]が示される．

[ϕ#(σj)− σj ] = −
m∑
s=1

QZ(γs, lj)i∗(γs)はmに関する帰納法で示される．Σr+1
0 に図 2.3のように 2

次元 1-ハンドル h1を ∂Σr+1
0 の 0，j番目の連結成分に貼り付ける．h1のコアを表す特異 1チェイ

ン σ′jやΣr+1
0 の特異チェインは包含写像によってΣ′の特異チェインとみなせることに注意すると，

H1(Σ
′) =

r
⊕
i=1

Rmi ⊕ R[σj − σ′j ]とかけることがわかる．

図 2.3: Σ′ = Σ ∪ h1

γ ⊂ Σr+1
0 を単純閉曲線としたとき，そのホモロジー類

r∑
i=1
aimiは，

r
⊕
i=1

Rmi ⊂
r
⊕
i=0

Rmi ⊕ Rli =

H1(Z)から Zのホモロジー類とみなせる．したがって，QZ(γ, lj) =
r∑

i=1
aiQZ(mi, lj) = aj が意味

を持つ．
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また，Σ′ の向きを Σから誘導される向きとすれば,QΣ′ は x, y ∈ {m1, . . . ,mr, [σj − σ′j ]}に対
して，

QΣ′(x, y) =

{
1 ( (x, y) = ([σj − σ′j ],mj) )

0 ( {x, y} ̸= {mj , [σj − σ′j ]} )
(2.1)

を満たす．
Picard-Lefschetzの公式を用いることにより，任意の単純閉曲線 γ ⊂ Σr+1

0 (⊂ Σ′)に対して,

tγ∗([σj − σ′j ]) = [σj − σ′j ] +QΣ′(γ, [σj − σ′j ])γ.

このことと，tγ#(σ′j) = σ′j により

[tγ#(σj)− σj ] = QΣ′(γ, [σj − σ′j ]) = −ajγ = −QZ(γ, lj)γ,

となりm = 1の時が示される．
γ1, . . . , γk ⊂ Σr+1

0 を k個の単純閉曲線とするとき,

[(tγk ◦ . . . ◦ tγ1)#(σj)− σj ] = −
k∑

s=1

QZ(γs, lj)γs (2.2)

であるとする.
γ ⊂ Σr+1

0 を単純閉曲線とする．ψ = tγk ◦ · · · ◦ tγ1 とおく．各 γi と γ は Σr+1
0 内の曲線なので

ψ#(σj − σ′j) = ψ#(σj) − σ′j，tγ#(ψ#(σj) − σ′j) = tγ#(ψ#(σj)) − σ′j となる．よって，Picard-
Lefschetzの公式から

[tγ#(ψ#(σj))− σ′j ] = [ψ#(σj)− σ′j ] +QΣ′(γ, [ψ#(σj)− σ′j ])γ

となる．ここで,[ψ#(σj − σ′j)]に,Picard-Lefschetzの公式を繰り返し適用させることで,

[ψ#(σj)− σ′j ] = [ψ#(σj − σ′j)] = [σj − σ′j ] + α (α ∈ H1(Σ
′))

と書けるので，QΣ′(γ, [σj − σ′j ]) = −QZ(γ, lj)に注意すれば，

[tγ#(ψ#(σj))− σ′j ] = [σj − σ′j ] + α−QZ(γ, lj)γ +QΣ′(γ, α)γ

従って，

[tγ#(ψ#(σj))− σj ] = α−QZ(γ, lj)γ +QΣ′(γ, α)γ (2.3)

また，[ψ#(σj)− σ′j ] = [σj − σ′j ] + αと仮定 (2.2)より

α = −
k∑

s=1
QZ(γs, lj)γsとなる．さらに,γ, γs ∈ H1(Σ

r+1
0 )からQΣ′(γ, γs) = 0となるのでQΣ′(γ, α) =

0. このことと,(2.3)に αを代入することにより証明が完了する．

3 先行研究との関連
今回の主結果は次の定理と関連がある．

定理 3.1. (Etnyre[1]) X を種数 0のオープンブック分解と両立する接触多様体M の symplectic
充填とするとき，b+2 (X) = b02(X) = 0となる．

この定理は次の二つの定理と主結果を用いて示すことができる．
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定理 3.2. (Niederkrüger-Wendl[3]) 種数 0のオープンブック分解に対応する接触多様体のシンプ
レクティック充填は Stein充填のブローアップにより得られる．

定理 3.3. (Wendl[4]) 種数 0のオープンブック分解に対応する接触多様体の Stein充填はオープン
ブック分解と両立する Lefschetz fibrationの構造を持つ．

M ′ を定理 3.1におけるシンプレクティック充填とすると，定理 3.2により，0以上の整数 kと
Stein充填M があってM ′ = M#kCP2と書ける．このとき，M が負定値ならばM ′も負定値と
なることに注意する．一方で定理 3.3からM は種数 0の Lefschetz fibrationの構造を持つ．よっ
て消滅サイクルの個数をm，一般ファイバーの境界成分の個数を r+1 (rは 0以上の整数)とする
と，系 2.2から b+2 − b−2 = σ(M) = −m+ r− b1となる．さらに Lefschetz fibrationのハンドル分
解から，1− b1 + b+2 + b02 + b−2 = χ(M) = 1− r+mが得られるので，これらを組み合わせること
でM が負定値と分かる．
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