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概 要

HOMFLY多項式PL(v, z)は絡み目Lの多項式不変量であり、鏡像やミュー
テーションに関係する様々な性質が知られている。例えば、絡み目Lの鏡像
L∗のHOMFLY多項式 PL∗(v, z)は PL(−v−1, z)になる。また、内部多項式
は（符号付き）二部グラフの多項式不変量であり、その二部グラフが平面で
あるときは、その平面二部グラフから構成される絡み目のHOMFLY多項式
と関係があることが分かっている。そのため、平面グラフの場合には、鏡像
に関する性質が、内部多項式の場合にも成り立つことが簡単にわかる。今回、
平面でない場合も含め、鏡像についての公式が成り立つことを、Ehrhart反
転公式を用いて証明した。また、絡み目のフライプ操作やミューテーション
を二部グラフに導入し、それらの操作で内部多項式が不変であることも証明
した。

1. 導入
この章では、HOMFLY多項式、内部多項式、Ehrhart多項式についての説明をまと

める。

1.1. HOMFLY多項式

HOMFLY多項式PL(v, z)は絡み目不変量であり、２変数多項式で表される [3]。HOM-

FLY多項式はAlexander多項式∆L(t)とJones多項式VL(t)の両方の情報を含んでいる。
実際、 ∆L(t) = PL(1, t

1/2 − t−1/2)と VL(t) = PL(t, t
1/2 − t−1/2)という関係式が成り

立っている。このとき、Mortonによって、以下のようなdegz PD(v, z)の上限が知られ
ている。

定理 1.1 (Morton, [9]). 任意の絡み目図式Dに対して、degz PD(v, z) ≤ c(D)−s(D)+1

が成り立つ。ここで、c(D)は図式Dの交点数、s(D)は図式Dのザイフェルト周の個
数である。

また、絡み目図式DのHOMFLY多項式をvの一変数多項式pkD(v)を用いて、以下の
ように表す。

PD(v, z) =
∑

pkD(v)z
k.

Mortonの不等式を利用して、HOMFLY多項式の topを以下のように定義する。

定義 1.2.

TopD(v) = p
c(D)−s(D)+1
D (v).

絡み目Lによっては、TopD1
̸= 0,TopD2

= 0となるLの２つの図式D1, D2が存在す
ることを注意する。また、絡み目Lの任意の図式Dに対し、TopD = 0となるLが存在
する。次の章では、二部グラフの内部多項式の係数とその二部グラフから構成される
絡み目の図式のHOMFLY多項式の topの係数が一致することを説明する。
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1.2. 内部多項式

定義による二部グラフの内部多項式の計算は、昨年の『結び目の数学』報告集 [8]を
参考にしてほしい。今回は、簡単な歴史的流れと漸化公式による計算を説明する。内
部多項式はもともと超グラフに定義されたものである。超グラフH = (V,E)は、頂点
集合V と超辺集合Eからなるものである。超辺とは、３点以上の頂点を結ぶことがで
きる辺を許すものである。この超グラフに spanning treeを拡張した hypertreeを導入
して、Tutteのactivityを利用して、Kálmán氏は内部多項式 IH (x)を定義した [4]。
超グラフH = (V,E)は、V とEを頂点として考え、超グラフとして e ∈ Eがv ∈ V

を含むとき、eとvを結ぶことで、二部グラフG = (V,E, E)が構成できる。また、二部
グラフG = (V,E, E)に対し、カラークラスの一方Eを超辺集合とみなすことで、超グ
ラフH = (V,E)を構成できる。前者の構成は一意だが、後者の構成は超辺集合にする
カラークラスを変えることで別の超グラフH = (E, V )が構成できる。以下の事実が
Kálmán氏とPostnikov氏によって、証明された。

定理 1.3 (T. Kálmán and A. Postnikov, [6]). 任意の超グラフH に対して、IH = IH

が成り立つ。

以上から、１つの二部グラフから２つの超グラフが構成することができるが、その
どちらの内部多項式も同じなので、内部多項式は二部グラフの多項式不変量とみなす
ことができる。以降、二部グラフGの内部多項式を IGと書く。また、内部多項式は、
Tutte多項式T (1/x, 1)のある種の一般化になっている。

注意 1.4. グラフG = (V,E)に対して、Gの各辺に新しい頂点を置き、その頂点集合を
E ′として、二部グラフ G̃ = (V,E ′, E)を定義する（辺集合Eは元の辺集合より倍の個
数を含む）。このとき、IG̃(x) = x|V |−1TG(1/x, 1) が成り立つ。

平面二部グラフG = (V,E, E)の辺に正の交点を対応させることで特殊交代図式LG

が得られる。特殊交代図式Dはhomogeneous図式に含まれ、TopD(v) ̸= 0であること
が知られている [2]。平面二部グラフGに対し、TopLG

の係数と内部多項式の係数が等
しくなることがわかる。

定理 1.5 (T. Kálmán, H. Murakami and A. Postnikov, [5, 6]). G = (V,E, E)を連結平
面二部グラフとすると、以下が成り立つ。

TopLG
(v) = v|E|−(|V |+|E|)+1IG(v

2).

非連結グラフG = G1 ∪ G2 ∪ · · · ∪ Gk(G)(k(G)はGの連結成分の個数)の場合は、
Gの内部多項式を I ′G (x) = (1− x)k(G)−1 ∏k(G)

i=1 IGi
(x)と定義することで、定理の拡

張ができる。次に、符号付き二部グラフの内部多項式について定義する。ここでは、
G = (V,E, E+ ∪ E−)を正の辺集合 E+と負の辺集合 E−をもつ符号付き二部グラフと
する。

定義 1.6 (符号付き内部多項式).

I+G (x) =
∑
S⊆E−

(−1)|S|I ′G\S (x) .

ここで、G \ SはGからSに含まれる全ての辺を消去し、残った辺の符号を忘れて得ら
れる二部グラフとする。

研究集会「結び目の数学 X」報告集  110



平面符号付き二部グラフGの全ての辺に正負それぞれ図 1のような交点を与えるこ
とで特殊図式LGが得られる。このとき、TopLG

の係数が内部多項式 I+Gの係数と一致
する。

図 1: 正の交点と負の交点

定理 1.7 (K.). G = (V,E, E+ ∪ E−)を平面符号付き二部グラフとする。このとき、

TopLG
(v) = v|E+|−|E−|−(|V |+|E|)+1I+G

(
v2
)

が成り立つ。

例 1.8. 符号付き二部グラフGを図2のように定義する。このとき、符号付き内部多項
式は表1のように計算される。また、図2のようにGから得られる絡み目LGを構成す
る。この絡み目は実際、非交代絡み目になっている。HOMFLY多項式PLG

(v, z)は以
下のように計算され、TopLG

(v) = 1v3となり、I+G (x) = 1x3と係数が一致していること
がわかる。

PLG
(v, z) = +1v3z3

　　 +4v3z −1v5z
　　 −1vz−1 +3v3z−1 −2v5z−1.

G LG

図 2: 符号付き二部グラフGとGから得られる絡み目LG

表 1: 内部多項式 I+G (x)の計算

(−1)|S|I ′G\S(x)　　

1x0 + 3x1 + 3x2 ×1

− (1x0 + 2x1 + 2x2) ×3

1x0 + 1x1 + 1x2 ×3

− (1x0 + 0x1 + 0x2 − 1x3)
　
×1
　　

I+G (x) = 0x0 + 0x1 + 0x2 + 1x3
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以上より、特殊図式であれば、そのSeifertグラフ (これは必ず平面符号付き二部グラ
フになる)の内部多項式の係数が、HOMFLY多項式の topの係数に一致する。絡み目
図式が特殊図式でないときは、村杉分解によって、特殊図式の村杉和で表すことがで
きる。また、村杉和とHOMFLY多項式について、以下の公式が知られている。

命題 1.9 (Murasugi and Pryzytycki, [10]). D1 ∗D2をD1とD2の村杉和で得られる絡
み目図式とする。このとき、

TopD1∗D2
(v) = TopD1

(v) TopD2
(v)

が成り立つ。

絡み目図式の村杉和をSeifertグラフ（二部グラフ）で考えると、それぞれの頂点１
つを同一視する操作（これをブロック和と呼ぶ）が考えられる。この操作によって得
られる二部グラフの内部多項式は、元の２つのグラフの内部多項式の積になる。これ
は、符号無しの二部グラフについてはKálmán氏によって証明され [4]、符号付き二部
グラフの場合についても証明した [7]。

命題 1.10. G1 ∗ G2を２つの符号付き二部グラフG1とG2のブロック和で得られる符
号付き二部グラフとする。このとき、

I+G1∗G2
(x) = I+G1

(x)I+G2
(x)

が成り立つ。

この２つの命題から、一般の絡み目図式について、そのHOMFLY多項式の topとそ
のSeifertグラフの内部多項式の係数が一致することがわかる。

定理 1.11 (K.). Dを任意の有向絡み目図式とし、G = (V,E, E+ ∪E−)をそのSeifertグ
ラフとする。このとき、

TopD(v) = v|E+|−|E−|−(|V |+|E|)+1I+G
(
v2
)

が成り立つ。

Proof. 村杉和による分解D = D1∗· · ·∗Dn(このとき、D1, . . . , Dnは特殊図式とする)を
考える。また、ブロック和による分解G = G1∗· · ·∗Dn（このとき、Gi = (Vi, Ei, E i+∪E i−)
は平面的で、LGi

= Diとする）を考える。LGi
= Diより、定理1.7を用いて、

TopDi
(v) = v|E

i
+|−|Ei

−|−(|Vi|+|Ei|)+1I+Gi

(
v2
)

が成り立つ。また、命題1.9と命題1.10より、結論が得られる。

TopD(v) = TopD1∗···∗Dn
(v)

= TopD1
(v) · · ·TopDn

(v)

= v|E
1
+|−|E1

−|−(|V1|+|E1|)+1I+G1

(
v2
)
· · · v|En

+|−|En
−|−(|Vn|+|En|)+1I+Gn

(
v2
)

= v(|E
1
+|+···+|En

+|)−(|E1
−|+···+|En

−|)−((|V1|+···+|Vn|)+(|E1|+···+|En|))+nI+G1

(
v2
)
· · · I+Gn

(
v2
)

= v|E+|−|E−|−(|V |+|E|+(n−1))+nI+G
(
v2
)

= v|E+|−|E−|−(|V |+|E|)+1I+G
(
v2
)
.
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また、内部多項式について、以下の公式を証明した。

定理 1.12. 二部グラフGがサイクル ϵ1, δ1, ϵ2, δ2, . . . , ϵn, δnを持つとき、次が成り立つ。

I ′G(x) =
∑

∅̸=S⊂{ϵ1,ϵ2,··· ,ϵn}

(−1)|S|−1I ′G\S(x).

この定理はTutte多項式の削除収縮公式に相当し、この定理を帰納的に使うことで、
二部グラフの内部多項式を元の定義を使わず求めることができる。

例 1.13. （符号なしの）二部グラフGを図 3の一番上にあるようなK23とする。この
内部多項式を定理 1.12を用いて求める。まず、Gの中で、サイクルを１つ取る（今回
は、外周のサイクルとする）。そして、１部分を消去し、消去した辺の個数に応じて+1

か−1をかける。これをグラフが森になる（サイクルがなくなる）まで繰り返す。グラ
フFが成分数k(F )の森であるとき、その内部多項式は、I ′F (x) = (1− x)k(F )−1 になる
ことはすぐにわかる。あとはこれらの和を取れば、内部多項式が求めることができる。
今回は、IG = −1 + 4− 2(1− x) = 1 + 2xとなる。

図 3: Gの計算図式

1.3. Ehrhart多項式

　二部グラフG = (V,E, E)に対して、根多面体QGが以下のようにして定義できる。

定義 1.14. 任意の v ∈ V と e ∈ Eに対して、 vとeをユークリッド空間RV ⊕REの標
準生成元とする。このとき、二部グラフGの根多面体QGを以下のように定義する。

QG = Conv{v+ e | vと eはGの辺で繋がっている}.

dimQG = |V |+ |E| − 2であることが知られており、以降、d = |V |+ |E| − 2とする。

定義 1.15 (Ehrhart多項式). 任意の根多面体QGに対して、Ehrhart多項式 εQG
(s)を

以下のように定義する。
εQG

(s) = |s ·QG ∩ ZV ⊕ ZE|.

一般の多面体P に対して、|s · P ∩ ZV ⊕ ZE|は、多項式になるとは限らないが、凸
多面体で頂点が整数のときは多項式になることが知られている。
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定義 1.16 (Ehrhart級数).

EhrQG
(x) = 1 +

∑
s∈N

εQG
(s)xs.

この根多面体QGのEhrhart級数は、内部多項式と1/(1− x)d+1の級数展開の積で表
すことができる。

定理 1.17 (T. Kálmán and A. Postnikov, [6]). 任意の連結二部グラフGに対して、

IG(x)

(1− x)d+1
= EhrQG

(x)

が成り立つ。

この書き方は、[6]ではされていないが、簡単な計算でわかる [7]。また、この結果は非
連結の場合に拡張でき、符号付き二部グラフG = (V,E, E+ ∪E−)の場合にも、Ehrhart

級数を以下のように定義を行うことで、拡張できる [7]。

定義 1.18 (符号付きEhrhart級数).

Ehr+G(x) =
∑
S⊆E−

(−1)|S| EhrQG\S (x) .

定理 1.19 (K.). 任意の符号付き二部グラフGに対して、

I+G (x)

(1− x)d+1
= Ehr+G(x).

が成り立つ。

2. 主結果
2.1. 鏡像

絡み目の鏡像とは、その絡み目図式に対して、鏡写しの図式の絡み目のことをいう。
絡み目の鏡像について、以下の性質がよく知られている。

定理 2.1. L∗を絡み目Lの鏡像とする。このとき、

PL∗(v, z) = PL(−v−1, z)

が成り立つ。

例 2.2. 結び目52の図式とその鏡像、そのSeifertグラフは図4のようになっている。そ
れぞれのHOMFLY多項式は以下のように計算される。

P52(v, z) P52∗(v, z)

= +1v2z2 +1v4z2 = +1v−4z2 +1v−2z2

+1v2z0 +1v4z0 −1v6z0. −1v−6z0 +1v−4z0 +1v−2z0.
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図 4: 52の図式とその鏡像

具体例からもわかるように、鏡像を取ることで、正の交点は負の交点、負の交点は正
の交点になっている。また、Seifertグラフを見ると、左右対称であるがひっくり返すこ
とで、元のグラフと形は変わらず、辺の符号が変化しただけである。また、HOMFLY

多項式の topを見ると、係数が入れ替わっていることがわかる。このことは、平面的な
二部グラフや絡み目図式のSeifertグラフになっている二部グラフに対しては、定理2.1

を適用して、成り立つことがすぐわかる。平面的でないものも含む、任意の符号付き
二部グラフGに対し、辺の符号を入れ替えた符号付き二部グラフ−Gの内部多項式の
係数は、Gの内部多項式の係数を反転させたものになることを示す。まずGが正の辺
のみを持つもので考える。

定理 2.3. G = (V,E, E = E+)を正の符号しか持たない符号付き二部グラフとする。こ
のとき、

(−1)|E|+d+1xd+1I+G (1/x) = I+−G(x)

が成り立つ。

この定理を証明するために、２つの定理が必要になる。１つ目は、Ehrhart reciprocity
と呼ばれる、Ehrhart理論で有名な定理である [1, Theorem4.4]。

定理 2.4 (Ehrhart reciprocity). Pを有理凸多面体とする。このとき、

EhrP (1/x) = (−1)dimP+1 EhrintP (x)

が成り立つ。

有理凸多面体はその頂点座標が全て有理数である凸多面体であり、根多面体は有理
凸多面体である。２つ目は、凸包の存在関数に関する命題である。

命題 2.5. 任意の有限集合X = {x1, · · · , xn} ⊂ Rdに対し、

(−1)dim(ConvX)[int (ConvX)] =
∑
S⊆X

(−1)|S|−1[ConvS]

が成り立つ。

証明の概略. x1, · · · , xnが線型独立であるときは、ConvXは単体になり、この時はす
ぐに成り立つことがわかる。
x1, · · · , xnが線型従属であるときは、ConvXの次元を１つ下げる射影を考えて、帰

納法で証明する。
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定理2.3の証明. まず、符号を忘れた二部グラフGの根多面体QGに定理 2.4を適用す
ると、

EhrQG
(1/x) = (−1)d+1 EhrintQG

(x) (1)

が得られる。また、任意のS ⊆ Eに対し、二部グラフ (V,E,S)の根多面体をQSと書
くことにする。根多面体QG, QS(S ⊆ E)は凸包であり、QSはQGを生成する有限集合
の部分集合の凸包であるから、命題2.5より、以下が成り立つ。

(−1)d[intQG] =
∑
S⊆E

(−1)|S|−1[QS ].

また、Ehrhart多項式は、その格子点の個数を数えるものなので、以下の等式ができる。

(−1)dεintQG
(s) =

∑
S⊆E

(−1)|S|−1εQS (s).

また、Ehrhart級数について、同様の式が成り立つ。

(−1)d EhrintQG
(x) =

∑
S⊆E

(−1)|S|−1 EhrQS (x). (2)

(1)式と (2)式により、次の式が得られる。

EhrQG
(1/x) =

∑
S⊆E

(−1)|S| EhrQS (x).

いま、Gは正の辺しか持たないグラフなので、符号付きEhrhart級数の定義に、この式
を使うと以下のように変形きる。

(−1)|E| Ehr+QG
(1/x) = (−1)|E| EhrQG

(1/x)

=
∑
S⊂E

(−1)|E|−|S| EhrQS (x)

= Ehr+Q−G
(x).

ここで、定理1.19を使うと、以下のように内部多項式で記述できる。

(−1)|E| I+G (1/x)

(1− 1/x)d+1
=

I+−G(x)

(1− x)d+1
.

以上より、以下が成り立つ。

(−1)|E|+d+1xd+1I+G (1/x) = I+−G(x).

また、負の辺の数 |E−|による帰納法により、任意の符号付き二部グラフに対し、以
下の定理が成り立つ。

定理 2.6 (K.). 任意の符号付き二部グラフG = (V,E, E+ ∪ E−)に対し、−GをGの辺
の符号を全て入れ替えたものとする。このとき、

(−1)|E+|+|E−|+|E|+|V |−1x|E|+|V |−1I+G (1/x) = I+−G(x)

が成り立つ。
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2.2. フライプ操作とミューテーション

HOMFLY多項式が不変である、絡み目図式の変形で有名なのが、フライプ操作と
ミューテーションである。フライプ操作は図5のように、タングルと隣り合う交点を取
り、捻ってひっくり返す操作である。フライプ操作はイソトピー変形で、絡み目とし
ては変化しないため、当然HOMFLY多項式は変化しない。

←→
isotopy

図 5: 絡み目のフライプ操作

このフライプ操作の前後の図式の Seifertグラフ（の一例）を考えると、図 6のよう
なグラフになる。操作の前後を見ると、タングル内部と連結しているのは２箇所のみ
で、左側の辺が右側に移る。また、タングル内はひっくり返り、頂点のカラークラス
は入れ替わることがわかる。結果、このフライプ操作の前後の図式のSeifertグラフは、
二部グラフとしては違うものになることがある。しかし、元々の絡み目のHOMFLY多
項式は変化しないので、内部多項式も変化しないと予想される。

←→

図 6: グラフのフライプ操作

次に、ミューテーションについて説明する。ミューテーションは、図のように、境界
にその絡み目との交点が４箇所あるタングルを取り、そのタングル全体を、ある軸（下
図では平面に垂直な軸）角度πで回転させる操作である。絡み目によっては、もとの絡
み目とは異なる絡み目になることが知られているが、HOMFLY多項式は変化しない。

←→

図 7: 絡み目のミューテーション

同様にこの操作の前後の Seifertグラフ（の一例）を考えると、図 8のようなグラフ
になる。タングル内部とは、いくつかの辺で連結しているが、外側の連結している頂
点は２箇所のみで、その部分も含め取り除き、角度 πで回転させる。このとき、両端
の頂点が同じカラークラスに属する場合は、タングル内の頂点のカラークラスは変化
しないが、両端の頂点が違うカラークラスに属する時は、タングル内の頂点のカラー
クラスは変化する。結果、このミューテーションの前後の図式のSeifertグラフは、二
部グラフとしては違うものになることがある。しかし、フライプ操作と同様に、内部
多項式も変化しないと予想される。
図6の操作を二部グラフのフライプ操作、図8の操作を二部グラフのミューテーショ

ンと定義する。二部グラフが平面的であるときや絡み目図式のSeifertグラフになって
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←→

図 8: グラフのミューテーション

いる二部グラフに対しては、内部多項式とHOMFLY多項式の topに同値関係があるの
で、内部多項式が不変であることは簡単にわかる。一般の二部グラフに対して、内部
多項式が不変であることを今回示すことができたので紹介する。

定理 2.7 (K.). 任意の二部グラフに対し、フライプ操作・ミューテーションによって、
内部多項式は変化しない。

証明の概略. タングル内の、nullity（第１Betti数）による帰納法で示す。タングル内
の nullityが 0であるときは、枝の部分があるが、内部多項式の性質より、切り落とし
ても内部多項式が変化しないため、簡単に示せる。
また、タングル内のnullityが1以上のときは、操作の前のグラフから1つのサイクル

をとる。そのサイクルの辺の操作の後に移る辺で構成されるサイクルを考える。これ
らのサイクルに対し、定理 1.12を使い、nullityの小さい二部グラフがいくつか作られ
る。これらはそれぞれが、フライプ操作またはミューテーションで変化するので、帰
納法の仮定より、内部多項式不変になる。定理 1.12より、元々の内部多項式は、それ
らの内部多項式の交代和で表すことができるので、証明が完了する。

この定理は、符号付き二部グラフの場合にも拡張できるが、今回は省略する。
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