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§1. Introduction

ある結び目Kに対し, Kに 1回交差交換を施して得られる結び目の集合を k×, k×に含
まれる結び目のAlexander多項式の集合を∆k×と書くことにする. このとき, 次の問題を
考える.

問: ある多項式 f(t)が∆k×に属するための必要十分条件を求めよ.

この問題に対し, 近藤氏 [2] と酒井氏 [10] は kが trivial knotのときについて独立に解を
与えた. さらに, kが trefoilや figure-eight knot, 820, 821, granny knot 31#31, square knot

31#3∗1のときは中西氏 [5, 7] が, kが 10132や (5, 2)-torus knot のときは中西氏と岡田氏
[6]が解を与えている. [6]により, ∆k(t)がモニックであるときは必要十分条件を与えるこ
とができる. そこで kが 52 (Fig. 1) のときの必要十分条件を与えることを考えたところ,

2n次式 (n = 1, 2, 3) の Alexander多項式について必要十分条件を与えることができた.

ここでは必要十分条件とその証明について述べ, それらを用いた例と, Gordian distanceに
関する結果を紹介する.

52 818 821

Fig. 1 Fig. 2

Theorem 1.1.

整数 a1 ∈ Zに対し, f(t) = a1(t+ t−1) + 1− 2a1を Laurent多項式とする. このとき, f(t)

が∆5×2 に含まれることの必要十分条件は, |a1 − 2| = x2 + xy + 2y2を満たすような整数
x, y ∈ Zが存在することである.

Theorem 1.2.

整数a1, a2 ∈ Zに対し, f(t) = a2(t
2+t−2)+a1(t+t−1)+1−2(a1+a2)をLaurent多項式と

する.このとき, f(t)が∆5×2 に含まれることの必要十分条件は, |7a2+2a1−4| = x2+xy+2y2

を満たすような整数 x, y ∈ Zが存在することである.

Theorem 1.3.

整数 a1, a2, a3 ∈ Zに対し, f(t) = a3(t
3 + t−3) + a2(t

2 + t−2) + a1(t+ t−1) + 1− 2(a1 +

a2 + a3)を Laurent多項式とする. このとき, f(t)が∆5×2 に含まれることの必要十分条件
は, |25a3 + 14a2 + 4a1 − 8| = x2 + xy + 2y2を満たすような整数 x, y ∈ Zが存在するこ
とである.

Corollary 1.4.

Gordian distance between 52 and 818 (8∗18, 821) (Fig. 2) is 2.
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Theorem 1.1 の証明を §3で, Theorem 1.2 と Theoem 1.3 の証明を §4で与える. §2では,

証明に用いる surgical description について述べる.

　
§2. Surgical description

k0を 1回交差交換を施すと trivial knotになる結び目とする. 1回交差交換を施すと k0

になる結び目を考えると, kは２回の交差交換により trivial knotとなる. Alexander行列
の surgical descriptionにより, 次がわかる.

Proposition 2.1.

1回交差交換を施すと trivial knotになる結び目を k0, 1回交差交換を施すと k0になる結
び目を kとおく. このとき,次の行列M(t)は kのAlexander行列となる.

M(t) =

(
∆k0(t) r(t−1)

r(t) m(t)

)

ただし, M(t)の各成分について, m(t), r(t)は整数係数の Laurent多項式であって,

(1) ∆k0(t): k0のAlexander多項式

(2) m(t) = m(t−1), |m(1)| = 1

(3) |r(1)| = 0

である. 逆に, 上の (1), (2), (3)を満たす行列M(t)に対し, M(t)をAlexander行列として
持ち, 1回交差交換を施すと k0になる結び目 kが存在する.

ここで, 52は 1回交差交換を施すと trivialになることに注意する.

§3. Proof of Theorem 1.1

§3.1. Necessity Part

kを 1回交差交換を施すと 52になる結び目とすると, Proposition 2.1 より,

∆k(t) = ±det

(
∆52(t) r(t−1)

r(t) m(t)

)
.

f(t)は 2次式 Laurent多項式なので,

r(t) = tp(t−1)(c1t−c0), m(t) =
c1c0
2

(t+t−1)±1−c1c0 (p, c0, c1 ∈ Z, c1c0 ≡ 0 mod 2)

としてよい. このとき, c0 ≡ 0 mod 2としても一般性は失われない. c0を 2c0と書き直す
ことにより,

±f(t) = (c21 − 3c1c0 + 4c20 ± 2)(t+ t−1)− 2(c21 − 3c1c0 + 4c20)∓ 3.

したがって,

|a1 − 2| = |c21 − 3c1c0 + 4c20|
= (c1 − c0)

2 + (c1 − c0) · (−c0) + 2(−c0)
2.
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§3.2. Sufficiency Part

|a1 − 2| = x2 + xy + 2y2となるような整数 x, y ∈ Zをとる. このとき, 整数 c0, c1を用い
て x = c1 − c0, y = −c0と変数変換すると,

|a1 − 2| = (c1 − c0)
2 + (c1 − c0) · (−c0) + 2(−c0)

2

= c1
2 − 3c1c0 + 4c0

2,

a1 = ±(c1
2 − 3c1c0 + 4c0

2) + 2.

m(t) = c1c0(t+ t−1)± 1− 2c1c0, r(t) = (t− 1)(c1t− 2c0)とおくと,

±det

(
∆52(t) r(t−1)

r(t) m(t)

)
= (±(c21 − 3c1c0 + 4c20) + 2)(t+ t−1) + 1∓ 2(c21 − 3c1c0 + 4c20) + 2

= a1(t+ t−1) + 1− 2a1

= f(t).

したがって Proposition 2.1 により題意は成立する.

§4. Proofs of Theorem 1.2 and Theorem 1.3

Theorem 1.3 は Theorem 1.2 と同様に証明できるため, ここでは Theorem 1.2 の証明に
ついて述べる.

§4.1. Necessity part

kを 1回交差交換を施すと 52になる結び目とすると, Proposition 2.1 より,

∆k(t) = ±det

(
∆52(t) r(t−1)

r(t) m(t)

)
.

f(t)は 4次式 Laurent多項式なので,

r(t) = tp(t− 1)(c1t− c0), m(t) = m1(t+ t−1)± 1− 2m1 (p, c0, c1, m1 ∈ Z)

としてよい. このとき,

±f(t) = (2m1+ c1c0)(t
2+ t−2)+ ((c1− c0)

2− 7m1± 2)(t+ t−1)+10m1− 2(c1− c0)
2∓ 3.

したがって

|7a2 + 2a1 − 4| = |2c21 + 3c1c0 + 2c20|
= (−c0)

2 + (c1 + c0) · (−c0) + 2(c1 + c0)
2.

§4.2. Sufficiency part

|7a2 +2a1 − 4| = x2 + xy+2y2となるような整数 x, y ∈ Zをとる. このとき, 整数 c0, c1

を用いて x = −c1, y = c1 + c0と変数変換すると,

7a2 + 2a1 − 4 = ±((−c1)
2 + (c1 + c0) · (−c1) + 2(c1 + c0)

2)

= ±(2c21 + 3c1c0 + 2c20).

2(a1 ∓ (c1 − c0)
2 − 2) = 7(±c1c0 − a2)より, ±2m = ∓c1c0 + a2 (m ∈ Z)とおける. この

とき,

±a2 = 2m+ c1c0, ±a1 = (c1− c0)
2− 7m+2, 1− 2(a1+ a2) = ±(10m1− 2(c20+ c21)∓ 3).
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よって,

f(t) = ±{(2m+ c1c0)(t
2 + t−2) + ((c1 − c0)

2 − 7m+ 2)(t+ t−1) + 10m1 − 2(c20 + c21)∓ 3}

= ±det

(
∆52(t) (t−1 − 1)(c1t

−1 + c0)

(t− 1)(c1t+ c0) m(t+ t−1) + 1− 2m

)
.

したがって Proposition 2.1 により題意は成立する.

§5. Corollary and Examples

このセクションでは, Corollary 1.4 の証明と Theorem 1.1 を用いた例について述べる. こ
こで, 整数論における基本的な議論 [9] により次がわかる.

Proposition 5.1.

非負整数N がある整数 x, y ∈ Zを用いてN = x2 + xy + 2y2と表せるための必要十分条
件はN = 0, １, またはN が奇素数 q ≡ 3, 5, 6 mod 7 を因数として奇べきで含まないこ
とである.

§5.1. Proof of Corollary 1.4

I.D.Darcy [1]は 52と 818 (8∗18, 821)の Gordian distance が 1か 2であることを計算した.

818, 8∗18, 821のAlexander polynomial は以下の通りである;

∆818(t) = ∆8∗18
(t)

= −(t3 + t−3) + 5(t2 + t−2)− 10(t+ t−1) + 13,

∆821(t) = −(t2 + t−2) + 4(t+ t−1)− 5.

Theorem 1.2を∆821(t)に, Theorem 1.3 を∆818(t), ∆8∗18
(t)に適用する.

|7 · (−1) + 2 · 4− 4| = 3

|25 · (−1) + 14 · 5 + 4 · (−10)− 8| = 3.

したがって, ∆818(t), ∆8∗18
(t), ∆821(t) /∈ ∆5×2 ,すなわち 818, 8∗18, 821 /∈ 5×2 である. こ

れは 52 と 818 (8∗18, 821)の Gordian distanceが 1でないことを意味しているため, 52 と
818 (8∗18, 821)のGordian distanceは 2である. 818と 8∗18については, Hyeyong Moon [4]

が同じ結果を独立に得ている.
n

Fig. 4

§5.2. Examples

(1) n-Twist knot Tn (n is odd, Fig. 4)

∆Tn(t) =
n+ 1

2
(t+ t−1)− n

|n+1
2 − 2| = |n−3|

2 , 2 ≡ 2 mod 7より, ∆Tn(t)が∆5×2 に含まれることの必要十分条
件は, |n− 3| = x2+xy+2y2を満たす整数 x, y ∈ Zが存在することである. 例えば,

n = −9, −7, −3, 9, 13, 15のとき Tn ∈ 5×2 となる.
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(2)

p q r

Fig. 5

pretzel knot P (p, q, r) (p, q, r : 奇数, Fig. 5)

∆P (p, q, r)(t) =
1

4
{(pq + qr + rp)(t− 1)2 + (t+ 1)2}

= t{1
4
(pq + qr + rp+ 1)(t+ t−1)− 1

2
(pq + qr + rp− 1)}

|14(pq + qr + rp + 1) − 2| = |pq+qr+rp−7|
22

, 2 ≡ 2 mod 7 より,

∆P (p, q, r)(t)が∆5×2 に含まれることの必要十分条件は, |pq + qr +

rp− 7| = x2+xy+2y2を満たす整数 x, y ∈ Zが存在することである. 例えば, (p, q, r) =

(1, 1, 9), (−1, 3, 11), (3, −7, 19)のとき P (p, q, r) ∈ 5×2 となる.

§6. Future problem

Theorem 1.1, Theorem 1.2, Theorem 1.3 の一般化として次が予想される.

Conjecture 6.1.

非負整数 n ∈ Nと整数 ai ∈ Z (i = 1, 2, · · · , n)に対し, f(t) =

n∑
i=1

ai(t
i + t−i) + a0を

f(1) = 1となるような Laurent多項式とする. このとき, f(t)が∆5×2 に含まれることの必

要十分条件は, |
n∑

j=1

2n−jPjaj − 2n| = x2 + xy + 2y2を満たす整数 x y ∈ Zが存在するこ

とである. ここで, Pj = 2j+1 −
(
3+

√
7i

2

)j
−
(
3−

√
7i

2

)j
である.

Conjecture 6.1の必要性については証明を与えることができる.十分性についてもn ≤ 12

において証明を与えることができるため, Conjecture 6.1 は成立することが期待できる.
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