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準備

Definition 1.1.

• レンズ空間 L(p, q)を unknot の p/q-surgery と定義する．(p/q ∈ Q)

• Y をホモロジー球面，K ⊂ Y を結び目とする．
また，K ⊂ Y の p-surgery (p ∈ Z)を Yp(K)とする．

• H1(Yp(K)) = Z/pZの同一視の元 [K̃] = kを dual class と呼ぶ．

このとき，以下が成り立つ．
Lemma 1.1.

kを dual class とする．L(p, q) = Yp(K)ならば，k2 = q mod pである．
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準備

Definition 1.2.

レンズ空間 L(p, q)の種数 1の Heegaard splitting をとり，その 2つの meridian disk をDi(i = 0, 1)と
する．このとき,Di の中に埋め込まれた arc Ki について，

∂Di ∩Ki = ∂Ki

を満たすものを考える．L(p, q)の結び目K が simple (1, 1)-knot とは，そのようなK0とK1の union

として得られる結び目のことをいう．
また，dual class が kである simple (1, 1)-knot は一意に定まり，それを K̃p,k とかく．
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準備

Lemma 1.2.

レンズ空間 L(p, q)の simple (1, 1)-knot K̃p,k の，ある整数手術によってホモロジー球面が得られる．

Lemma 1.2 より，得られるホモロジー球面を Yp,k とする．
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主定理の紹介及びいくつかの予想

Theorem 2.1. [Berge]

S3の double primitive knot の，ある整数手術はレンズ空間である．また，現在知られているレンズ空
間結び目は全て double primitive knot である．

Berge 予想 [1]

S3 内のすべてのレンズ空間手術は double primitive knot のみである．

Theorem 2.2.[Berge]

レンズ空間の simple (1, 1)-knot の手術で S3 になる手術について，10の族が存在する．

→のちに Greene によって，この族が simple (1, 1)-knot の手術で S3になるもの全てであることが証明
された．
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主定理の紹介及びいくつかの予想

また， 丹下 [2] により，
Theorem 2.3.

レンズ空間の simple (1, 1)-knot の手術で Σ(2, 3, 5)になる手術について，20の族が存在する．

→のちに Caudell によって,この族が simple (1, 1)-knot の手術で Σ(2, 3, 5)になるもの全てであること
が証明された．

レンズ空間の K̃p,k から得られるホモロジー球面の例（丹下 [3]）
• Σ(2, 2s+ 1, 2(2s+ 1)± 1)

• Σ(2, 3, 6n± 1)

• いくつかのグラフ多様体

Question.

レンズ空間の simple (1, 1)-knot の手術によって得られるホモロジー球面には，他にどのような
ものが現れるのか．
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主定理の紹介及びいくつかの予想

• λ：Casson 不変量
• Yp,k：simple (1, 1)-knot K̃p,k の整数デーン手術から得られるホモロジー球面
• k：dual class

Main Theorem 1.

p < 1200のレンズ空間 L(p, k2)の K̃p,k の手術から得られる，λ = −2を満たすホモロジー球面 Yp,k

は次の 8つのみである．

• Σ(2, 3, 11) ， Σ(2, 3, 13) ， Σ(2, 5, 7) ， Σ(3, 4, 5)

• G{{−2,−3}, {3, 2}, (0, 2)} ， G{{2, 3}, {−2,−7}, (−2,−1)}
• ∂W−(0, 6) ， ∂W−(0, 7)
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主定理の紹介及びいくつかの予想

• Σ(x, y, z)：ザイフェルトホモロジー球面
• 図のようなグラフから得られる多様体を G{{a1, a2}, {b1, b2}, (c1, c2)}と表す．

• 下図のような Kirby diagram で表される多様体をW−(l, k),W+(l, k)とする．また，この多様体
はコンパクトで可縮な 4次元多様体である．
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主定理の紹介及びいくつかの予想

Main Theorem 2.

以下のホモロジー球面 Yp,k を得る，レンズ空間の手術の組 (p, k)の族が存在する．ただし ℓ ̸= 0.

さらに，これらのホモロジー球面には double primitive knot が存在し，その正の整数手術からレンズ
空間の無限族が得られる．

• Σ(2, 3, 11) ， Σ(2, 3, 13) ， Σ(2, 5, 7) ， Σ(3, 4, 5)

• G{{−2,−3}, {3, 2}, (0, 2)} ， G{{2, 3}, {−2,−7}, (−2,−1)}

Σ(2, 3, 11),Σ(2, 3, 13)については，丹下 [3] によって無限族が得られており，その結果を紹介する．
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主定理の紹介及びいくつかの予想

Σ(2, 3, 11),Σ(2, 3, 13)を得る (p, k)の無限族 [3]

p k p k

45ℓ2 + 35ℓ+ 7 5ℓ+ 2 55ℓ2 + 45ℓ+ 9 5ℓ+ 2

66ℓ2 + 21ℓ+ 2 6ℓ+ 1 78ℓ2 + 27ℓ+ 2 6ℓ+ 1

91ℓ2 + 51ℓ+ 7 7ℓ+ 2 105ℓ2 + 61ℓ+ 9 7ℓ+ 2

91ℓ2 + 103ℓ+ 29 7ℓ+ 4 105ℓ2 + 121ℓ+ 35 7ℓ+ 4

220ℓ2 + 79ℓ+ 7 11ℓ+ 2 264ℓ2 + 97ℓ+ 9 11ℓ+ 2

220ℓ2 + 119ℓ+ 16 11ℓ+ 3 264ℓ2 + 145ℓ+ 20 11ℓ+ 3

264ℓ2 + 40ℓ+ 2 12ℓ+ 1 312ℓ2 + 56ℓ+ 2 12ℓ+ 1

264ℓ2 + 84ℓ+ 7 12ℓ+ 2 312ℓ2 + 108ℓ+ 9 12ℓ+ 2

264ℓ2 + 224ℓ+ 47 12ℓ+ 5 312ℓ2 + 256ℓ+ 53 12ℓ+ 5
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主定理の紹介及びいくつかの予想

90ℓ2 + 27ℓ+ 2 45ℓ+ 7 54ℓ2 + 33ℓ+ 5 27ℓ+ 8

90ℓ2 + 63ℓ+ 11 45ℓ+ 16 54ℓ2 + 21ℓ+ 2 27ℓ+ 5

78ℓ2 + 47ℓ+ 7 13ℓ+ 4 66ℓ2 + 61ℓ+ 14 11ℓ+ 5

78ℓ2 + 83ℓ+ 22 13ℓ+ 7 66ℓ2 + 49ℓ+ 9 11ℓ+ 4

55ℓ2 + 49ℓ+ 11 11ℓ+ 5 91ℓ2 + 57ℓ+ 9 13ℓ+ 4

55ℓ2 + 39ℓ+ 7 11ℓ+ 4 91ℓ2 + 99ℓ+ 27 13ℓ+ 7

46ℓ2 + 27ℓ+ 4 23ℓ+ 7 106ℓ2 + 29ℓ+ 2 53ℓ+ 7

46ℓ2 + 19ℓ+ 2 23ℓ+ 5 106ℓ2 + 77ℓ+ 14 53ℓ+ 19

151 9 173 9

416 15 484 15
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主定理の紹介及びいくつかの予想

Σ(3, 4, 5)を得る (p, k)の無限族

p k p/q = [a, b, c, ...]

60ℓ2 + 9ℓ 12ℓ+ 1 [3, 2, ℓ,−2, 1,−ℓ,−4]

60ℓ2 + 7ℓ 15ℓ+ 1 [−3, ℓ, 3, 2,−ℓ,−3]

60ℓ2 + 17ℓ+ 1 15ℓ+ 2 [−4,−ℓ, 2, 3, ℓ,−3]

152ℓ2 + 49ℓ+ 4 19ℓ+ 3 [3, 3,−ℓ,−4,−5, ℓ]

152ℓ2 + 65ℓ+ 7 19ℓ+ 4 [3, 3,−ℓ,−5,−4, ℓ]

240ℓ2 + 16ℓ 24ℓ+ 1 [2,−2, ℓ, 2,−3, 2,−ℓ,−3]

240ℓ2 + 36ℓ+ 1 24ℓ+ 2 [2,−2, ℓ, 3, 2, 3,−ℓ,−4]

86ℓ2 + 37ℓ+ 4 43ℓ+ 9 [2,−ℓ,−3, 3,−4, ℓ]

86ℓ2 + 49ℓ+ 7 43ℓ+ 12 [2,−ℓ,−4, 3,−3, ℓ]
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主定理の紹介及びいくつかの予想

Σ(2, 5, 7)を得る (p, k)の無限族

p k p/q = [a, b, c, ...]

35ℓ2 + 21ℓ+ 3 7ℓ+ 2 [3, 2,−ℓ,−7, ℓ]

117ℓ2 + 37ℓ+ 3 13ℓ+ 2 [2,−4,−ℓ, 3,−4, ℓ]

117ℓ2 + 89ℓ+ 17 13ℓ+ 5 [2,−4, ℓ,−4, 3,−ℓ]

204ℓ2 + 49ℓ+ 3 17ℓ+ 2 [2,−2, 2,−ℓ,−2, 1,−5, ℓ]

51ℓ2 + 25ℓ+ 3 17ℓ+ 4 [−3,−ℓ, 1,−2,−6, ℓ]

204ℓ2 + 121ℓ+ 18 17ℓ+ 5 [2,−2, 2,−ℓ,−6,−3, ℓ]

51ℓ2 + 43ℓ+ 9 17ℓ+ 7 [−3,−ℓ, 1,−5,−3, ℓ]

280ℓ2 + 24ℓ 20ℓ+ 1 [2,−3, ℓ, 3, 3,−ℓ,−5]

280ℓ2 + 60ℓ+ 3 20ℓ+ 2 [2,−3,−ℓ, 2,−5,−2, ℓ, 2]

280ℓ2 + 256ℓ+ 59 20ℓ+ 9 [2,−3,−ℓ, 2, 2,−2, ℓ,−5]

92ℓ2 + 33ℓ+ 3 23ℓ+ 4 [−4,−ℓ, 3, 2,−4, ℓ]

92ℓ2 + 79ℓ+ 17 23ℓ+ 10 [−4, ℓ,−4, 2, 3,−ℓ]
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主定理の紹介及びいくつかの予想

G{{−2,−3}, {3, 2}, (0, 2)}を得る (p, k)の無限族

p k p/q = [a, b, c, ...]

69ℓ2 + 37ℓ+ 5 23ℓ+ 6 [−3,−ℓ, 2, 4,−3, ℓ]

69ℓ2 + 55ℓ+ 11 23ℓ+ 9 [−3,−ℓ, 1,−2, 3,−2, ℓ]

42ℓ2 + 5ℓ 14ℓ+ 1 [−3, ℓ, 2,−3,−ℓ, 2]

42ℓ2 + 19ℓ+ 2 14ℓ+ 3 [−3,−ℓ, 1,−3,−2, ℓ, 2]

85ℓ2 + 41ℓ+ 5 17ℓ+ 4 [3, 2,−ℓ,−2, 2,−3, ℓ]

85ℓ2 + 61ℓ+ 11 17ℓ+ 6 [3, 2,−ℓ,−3, 2,−2, ℓ]

G{{2, 3}, {−2,−7}, (−2,−1)}を得る (p, k)の無限族

p k p/q = [a, b, c, ...]

30ℓ2 + 5ℓ 10ℓ+ 1 [3, ℓ,−5,−ℓ, 2]
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主定理の紹介及びいくつかの予想

無限族が得られなかった (p, k)の組 (p < 1200)

Σ(2, 3, 11) Σ(2, 3, 13) Σ(2, 5, 7) Σ(3, 4, 5)

(15, 103) (15, 122) (23, 190) (21, 181)

(17, 134) (17, 155) (27, 263) (23, 142)

(19, 166) (19, 195) (27, 76)

(21, 205) (21, 236) (29, 127)

G{{−2,−3}, {3, 2}, (0, 2)} ∂W−(0, 6) ∂W−(0, 7)

(23, 112) (19, 84) (22, 85) (15, 43)

(23, 155) (21, 101) (25, 111) (19, 55)

(33, 322) (25, 146) (28, 179)

(37, 290) (29, 192) (33, 94)

(33, 194) (37, 141)

(37, 159) (37, 208)
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主定理の紹介及びいくつかの予想

Conjecture 2.1.

レンズ空間 L(p, k2)の K̃p,k の手術から得られる，λ = −2を満たすホモロジー球面 Yp,k は，これで全
てである．

• Σ(2, 3, 11) ， Σ(2, 3, 13) ， Σ(2, 5, 7) ， Σ(3, 4, 5)

• G{{−2,−3}, {3, 2}, (0, 2)} ， G{{2, 3}, {−2,−7}, (−2,−1)}
• ∂W−(0, 6) ， ∂W−(0, 7)

Conjecture 2.2.

∂W−(0, 6), ∂W−(0, 7)を得るレンズ空間の手術は，高々有限個である．
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主定理の紹介及びいくつかの予想
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主定理の紹介及びいくつかの予想

Fact.

p.18の Σ(2, 3, 11),Σ(2, 3, 13)における無限族に含まれない組について，以下が成り立つ．

Σ(2, 3, 11)p(Kp,k) = L(p, q)

Σ(2, 3, 13)q(Kq,k) = L(q, p).

Question.

∂W−(0, t) (t ∈ Z, t ≤ 1, 8 ≤ t)を得るレンズ空間の手術は存在するか．
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主定理の証明
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主定理の証明

証明の準備

• V0 ∪ V1：レンズ空間 L(p, q)の種数 1の Heegaard splitting

• V̄i：Vi/τ

V̄i(i = 0, 1)は B3 と同相であり，これらを pillowcase（枕カバー） と呼ぶ．
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主定理の証明

〇Pillowcase method
証明の肝である Pillowcase method について説明する。

この method の目的は，simple (1, 1)-knot (K0 ∪K1) を 2-bridge knot の band として実際に描くこと
である．
それを実現するために，2つの pillowcase の貼り合わせの写像を恒等写像にすることで，V̄0 における
simple (1, 1)-knot の像を追跡する．　
今回は概要のみ簡単に説明する。

pillowcase の slope を P/Qとし，以下のように表すことにする．
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主定理の証明

ここでは例として，L(5, 22)を扱う．
(1) (5)は pillowcase の slope を解く過程を示しており，(6), (7)で simple (1, 1)-knot K̃p,k を示す．

この method を用いて，レンズ空間手術で得られるホモロジー球面を特定する．
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主定理の証明

Proof

まず，(p, k)の組を p < 1200まで計算する．
• Kp,k の Alexandar 多項式に関する公式（Ichihara-Saito-Teragaito[4]）

∆Kp,k
(t) =

∑k−1
i=0 tΦ(i)p−Ψ(i)k/(tk−1 + tk−2 + ...+ t+ 1)．

• Casson 不変量に関する公式
λ(Σp/q(K)) = λ(Σ)− λ(L(p, q)) + q

2p∆
′′
K(1)

• q = 1 , Σp(K) = L(p, k2) , λ(Σ) = −2 , λ(L(p, q)) = s(q, p)/2 (s(a, b): Dedekind sum) より，

s(k2, p) =
−p2−21p−2+6∆′′

K(1)
6p

を満たす組 (k, p)を求めればよい．

実際に得られた p < 1200の組 (k, p)は次の通り．
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主定理の証明
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主定理の証明

今回は (23,190)について証明する．
• L(190, 149), k = 23 レンズ空間の involution をとり，Pillowcase method を適用する．
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主定理の証明

得られた 2-bridge knot の double cover をとる．

最後に，得られた double cover を Kirby calculator を用いて特定する．
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主定理の証明

したがって，(23,190)の手術で得られるホモロジー球面は Σ(2, 5, 7)である．
同様の操作を残りの (p, k)にも適応することで，定理が証明される．
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主定理の証明
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