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概 要
Branched twist spin とは 4 次元球面になめらかに埋め込まれた，S1-作用で不変

な 2 次元結び目である．この結び目は 1 次元結び目と互いに素な自然数の組 m,n に
よって特徴づけられており，特にその結び目群は 1 次元結び目の群と S1-作用を用い
て記述できる．2次元結び目は，古典的な結び目とは異なり，補空間は同相だが異な
る結び目の組が無限個知られている．また，branched twist spin はファイバー結び目
であるが，補空間のファイバー構造が一意とは限らないため，結び目の判別が困難で
ある．そこで本講演では branched twist spin の結び目群をその中心で割った商群が
3-orbifold 群と同型になることに着目し，orbifold の性質から branched twitst spin
の分類について得られた結果を紹介する．本研究は石川昌治氏 (慶應義塾大学)との
共同研究である．

1 導入
2次元結び目とは S4 に滑らかに埋め込まれた S2 のことをいい，同値類は S4 におけ
るアンビエントイソトピー類で考える．具体的な 2次元結び目の構成については Artin

によるスパン結び目 [1]，Zeeman によるツイストスパン結び目 [13]，Litherland による
deformed スパン結び目が知られている [8]．それぞれのクラスの包含関係は図 1のように
なっている．本節ではまず branched twist spin の定義について述べる．

図 1: 2次元結び目のクラス比較

Fintushel と Pao によって S4 上の S1-作用に対し次の分類が与えられている．
定理 1.1 (Fintushel [3], Pao [9]). m,n を互いに素な自然数とする．S4 上の局所滑らかで
効果的な S1-作用の弱同値類は次の 4つのタイプに分類される．

{D3}, {S3}, {S3,m}, {(S3, K),m, n}
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ここで，D3, S3 は軌道空間を表し，m,n は例外軌道の固定部分群の位数を表す．位数が
m の軌道の事を Zm-タイプの例外軌道と呼ぶ．
{(S3, K),m, n} について考える．今，En と F をそれぞれ，

En = {G(x) | x ∈ S4, Gx
∼= Zm},

F = {G(x) | x ∈ S4, Gx
∼= S1}

とおく．En は Zn-タイプの例外軌道全体の集合であり， F は固定点集合である．En と
F の軌道写像の像をそれぞれ E∗

n, F
∗ と書くことにすると，E∗

m と E∗
n は 開区間と同相で

あり，E∗
m ∪ E∗

n ∪ F ∗ は軌道空間 S3内の 1次元結び目になっている．これを K と書く．
一方で，En ∪ F は，E∗

n ∪ F ∗ の軌道写像の逆像であることに注意すると，2次元球面と
微分同相であることがわかる．よって branched twist spin を次のように定義する．
定義 1.1. K = E∗

m ∪ E∗
n ∪ F ∗ を S3 内の 1次元結び目とする．Km,n = En ∪ F を K の

(m,n)-branched twist spin という．
定義から branched twist spin は S4 上の S1-作用によって不変な集合である．
これまでの研究では，Alexander イデアル，Gluck twist，二面体群への表現を考察する
ことで，以下のことが知られている．
定理 1.2 (F. [4]). K1 と K2 を非自明な 1次元結び目とし， m1 を偶数とする．次のいず
れかを満たすとき Km1,n1

1 と Km2,n2

2 は異なる．
• m2 が偶数かつ |∆K1(−1)| ̸= |∆K2(−1)|,

• m2 が奇数かつ |∆K1(−1)| ̸= 1.

定理 1.3 (F. [5], c.f. [10]). m を 3以上の奇数とし，K を非自明な 1次元結び目とする．
このとき Km,n と Km,m+n は異なる．
定理 1.4 (F. [6]). m1 と m2 を異なる自然数とする．このとき，Km1,n2

1 と Km2,n2

2 は異
なる．
本研究では branched twist spin の完全分類を目的としており，定理 1.4 によって Km,n

の m に該当する部分が異なれば branched twist spin は異なることがわかっている．ま
た，定理 1.3 は Gluck twist を用いて得られる結果であるが，Gluck twist は対合的手術
なので Km,n と Km,n+2m は同じ 2次元結び目である．後に記述する branched twist spin

の群表示を見ると n の情報はない．そのため，一般に n の変化に対して branched twist

spin の決定を行うのは難しい．この後の章では m,n を固定して K の情報を用いた Km,n

の分類について考える．

2 Branched twist spin の knot group と 3-orbifold 群
1次元結び目 K の Wirtinger 表示 ⟨x1, . . . , xl | r1, . . . , rl⟩ が与えられているとする．こ

の表示を用いて，S1-作用に沿った S4 の分解とファンカンペンの定理から branched twist

spin の結び目群は以下の表示を持つ．

π1(S
4 \Km,n) ∼= ⟨x1, . . . , xl | r1, . . . , rl, xihx

−1
i h−1, xm

1 h
β⟩. (2.1)

348 研究集会「結び目の数理VI」報告集



ここで β は nβ ≡ 1 (mod m) を満たす整数である．注意として，m = 0 のとき，Km,n

はスパン結び目であり，π1(S
4 \Km,n) ∼= π1(S

3 \K) が成り立つ．m = 1 のときは 1-ツイ
ストスパン結び目であるが，Zeeman によって自明な 2次元球面と同値であることが知ら
れている [13]．よって以下では m ≥ 2 を考える．
式 (2.1) より π1(S

4 \Km,n) は非自明な中心の元 h を持つことが確認できる．一方で 1

次元結び目に対し，その結び目群の中心が非自明であることと，その結び目がトーラス結
び目であることが同値である．特にトーラス結び目の結び目群の中心は Z と同型である．
従って次が成り立つ．

補題 2.1.

Z(π1(S
4 \Km,n)) ∼=

{
Z⊕ Z (K :トーラス結び目)

Z (K :その他).

K をトーラス結び目でないとすると，π1(S
4 \Km,n)/Z(π1(S

4 \Km,n)) は

π1(S
4 \Km,n) ∼= ⟨x1, . . . , xl | r1, . . . , rl, xm

1 ⟩. (2.2)

という表示をもつ．これは底空間を S3，位数 m の特異集合を K とする cyclic type の
3-orbifold 群 O(K,m) の基本群 πorb

1 (O(K,m)) の表示そのものである．Orbifold につい
ては例えば [2] を参照されたい．以下の 3つは主定理を示すために用いた 3-orbifold 群に
関する先行研究と補題である．

定理 2.1 (竹内-横山 [12]). k を 2以上の自然数とする．このとき 1次元結び目 L が合成
結び目であるための必要十分条件は，非自明な群 G1, G2 が存在して

πorb
1 (O(L,m)) ∼= G1 ∗Zm G2

となることである．ここで G1 ∗Zm G2 は G1 と G2 の融合積である．

補題 2.2. m を 3以上の自然数とし， L を双曲結び目とする．m = 3 かつ L が 8の字結
び目の場合を除いて次が成り立つ．

πorb
1 (O(L,m)) >/ Z⊕ Z.

次の定理を述べるために 1つ用語を導入する．1次元結び目 L が sufficiently large で
あるとは，ある 2以上の自然数 k が存在して，L に沿った S3 の k重分岐被覆 Mk(L) が
ハーケンになるときをいう．

定理 2.3 (竹内 [11]). L1 と L2 をそれぞれ 素な 1次元結び目かつ sufficiently large とす
る．このとき，L1 と L2 が同値になるための必要十分条件は，ある 2以上の自然数 k が
存在して

πorb
1 (O(L1, k)) ∼= πorb

1 (O(L2, k))

が成り立つことである．
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3 主結果
Thurston の幾何化予想によって 1次元結び目全体の集合は次のクラスに分けすること
ができる．

T = {素なトーラス結び目 }, H = {素な双曲結び目 },
S = {素なサテライト結び目 }, C = {合成結び目 }.

注意として，一般にサテライト結び目は合成結び目を含むが，証明で成分数の議論を行う
ので素な結び目と合成結び目を分けている．
まず異なるクラスの 1次元結び目から構成される branched twist spin の比較に関する
結果を紹介する．

定理 3.1 (石川-F.). 次のいずれかを満たすとき，Km,n
1 と Km,n

2 は異なる．

(1) m ≥ 2, K1 ∈ T かつ K2 /∈ T .

(2) m ≥ 2, K1 ∈ C かつ K2 /∈ C.

(3) m ≥ 3, K1 ∈ H かつK2 ∈ S.

(1)は群の中心は群の同型写像で不変なので，補題 2.1 から従う．(2)は，m = 3 かつ Lが
８の字結び目の場合は πorb

1 (O(L,m)) > Z⊕ Z⊕ Z が成立することに注意すると定理 2.1

から従う．(3)はサテライト結び目の補空間に本質的トーラスが存在することと，補題 2.2

から従う．
以下では同じクラスの 1次元結び目から構成される branched twist spinの比較に関する
結果を紹介する．次の定理はサテライト結び目が sufficiently large であることと定理 2.3

から従う．

定理 3.2 (石川-F.). K1, K2 ∈ S で m ≥ 2 とする．このとき，K1, K2 が同値であること
と，Km,n

1 , Km,n
2 が同値であることは必要十分である．

次の定理は 3-orbifold における Mostow の剛性定理から従う．

定理 3.3 (石川-F.). K1, K2 ∈ H で m ≥ 3 とする．このとき，K1, K2 が同値であること
と，Km,n

1 , Km,n
2 が同値であることは必要十分である．

次の定理は定理 1.2 をトーラス結び目に限定して考察することで得られる．

定理 3.4 (石川-F.). m ≥ 2 とし，K1 = T (p1, q1), K2 = T (p2, q2) とする．さらに p1 は偶
数と仮定する．次のいずれかを満たすとき，Km,n

1 と Km,n
2 は異なる．

(1) p2 : 偶数かつ q1 ̸= q2．

(2) p2, q2 : 奇数．

定理 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 をまとめると以下の表 1が得られる．表内にある ∗ は，今回我々
の研究では未解決だった部分に対して Hillman が weight orbit を用いた考察を行ってお
り，特別な場合について branched twist spin が異なる事を示している [7]．
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T H S C
T △∗ ⃝ ⃝ ⃝
H △ △ ⃝
S ⃝ ⃝
C ∗

表 1: 完全分類に関して ⃝: 解決，△: 部分的解決
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