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1. 研究背景と主結果
本稿では，N = NgとS = Sgで，種数gの向き付け不可能閉曲面と向き付け可能閉曲面
をそれぞれ表すとする．また，F をNまたはSとする．Bowden–Hensel–Webb [2]が，
新しい曲線グラフとして以下を導入した．
定義 1.1. 曲面Fのファイン曲線グラフ (fine curve graph) C†(F )とは，F上の本質
的な単純閉曲線を頂点とし，2つの頂点はそれらに対応する 2つの単純閉曲線が F 上
で交わらないときに辺で結ばれる，と定めることによってできるグラフのことである
(図 1)．ここで，曲面F 上の単純閉曲線 cが本質的 (essential) であるとは，cは非分
離的であるか，もしくは cは分離的でありF 上の円板もメビウスの帯も囲まないこと
である．

図 1: ファイン曲線グラフの例．

曲面Fの写像類群Mod(F )が古典的な曲線グラフC(F )に自然に作用するように，F

の同相写像からなる群Homeo(S)はファイン曲線グラフC†(F )に自然に作用する．1997

年に Ivanov [3]は，種数3以上の向き付け可能閉曲面Sに対して，Sの古典的な曲線グ
ラフC(S)の自己同型群Aut(C(S))は拡大写像類群Mod±(S)と同型であることを証明し
た．Long–Margalit–Pham–Verberne–Yao [4]は，Ivanov [3]の結果をファイン曲線グラ
フに対して考えた．すなわち，種数2以上の向き付け可能閉曲面Sに対して，Sのファ
イン曲線グラフ C†(S)の自己同型群Aut(C†(S))は Sの同相写像からなる群Homeo(S)

と同型であることを証明した．
一方向き付け不可能曲面に対しては，Atalan–Korkmaz [1]が，種数5以上の向き付け
不可能閉曲面Nに対して，Nの曲線グラフC(N)の自己同型群Aut(C(N))はNの写像
類群Mod(N)と同型であることを証明した．このような研究動向の中，講演者たちは
Long–Margalit–Pham–Verberne–Yao [4]の結果を向き付け不可能閉曲面へ一般化した:

定理 1.2. 種数4以上の向き付け不可能閉曲面Nに対して，自然な準同型写像

η : Homeo(N) → Aut(C†(N))
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は同型写像である．

2. 証明のアイディア
証明は，Long–Margalit–Pham–Verberne–Yao [4]の方法を向き付け不可能閉曲面に対
して適用した．
定義 2.1. 曲面F の拡大ファイン曲線グラフ (extended fine curve graph) EC†(F )

とは，頂点集合を，本質的な単純閉曲線すべてと，曲面上の円板を囲む単純閉曲線す
べての和集合とし， 2つの頂点はそれらに対応する単純閉曲線がF 上で交わらないと
きに辺で結ばれる, と定めることによってできるグラフのことである
すると，拡大ファイン曲線グラフEC†(N)に対して，次が成り立つ．
補題 2.2. 種数4以上の向き付け不可能閉曲面Nに対して，自然な準同型写像

ν : Homeo(N) → Aut(EC†(N))

は同型写像である.

定理 1.2の証明のアイディアを述べる．
準同型写像ε : Aut(C†(N)) → Aut(EC†(N))（後述）を定義し，εが同型写像となるこ
とを示す．更に次の合成写像が恒等写像となることを証明する:

Homeo(N)
η→ Aut(C†(N))

ε→ Aut(EC†(N))
ν−1

→ Homeo(N).

すると，ν−1 ◦ εが同型写像であることより，η : Homeo(N) → Aut(C†(N))が同型写像
であることが従う．
ここから，準同型写像 ε : Aut(C†(N)) → Aut(EC†(N))の定義について説明する．任
意の α ∈ Aut(C†(N))をとる．EC†(N)上の写像 α̂を次で定める．本質的単純閉曲線
c ∈ C†(N)に対して，α̂(c) = α(c)とする．円板を囲む非本質的単純閉曲線 cに対し
て，cを定めるバイゴンペア (bigon pair) (後述) {d1, d2}を取ることができ（d1, d2
は C†(N)の頂点）（図 2），α̂(c)を，{α(d1), α(d2)}が定める非本質的単純閉曲線でN

上の円板を囲むものとする．すると，α̂は well-definedとなり（鍵命題），さらに α̂

は拡大ファイン曲線グラフ EC†(N)上の同型写像となることが示せる．そして，写像
ε : Aut(C†(N)) → Aut(EC†(N))を，α ∈ Aut(C†(N))に対してε(α) = α̂ ∈ Aut(EC†(N))

により定めれば，εが望んでいた準同型写像となる．

図 2: 円板を囲む非本質的曲線 cを定めるバイゴンペア {d1, d2}の例．
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3. 向き付け不可能曲面における困難点と解決策
この節では，Long–Margalit–Pham–Verberne–Yao [4]の証明を向き付け不可能曲面に
対して適用する際に現れた困難点とその解決策について説明する．
定義 3.1. 単純閉曲線 c, dをC†(N)の頂点で双側なものとする．

• 組 {c, d}がバイゴンペア (bigon pair) であるとは，c ∩ dがちょうど 1つの非自
明な閉区間であって，さらに cとdがホモトピックであることである（図 2）．

• 組 {c, d}がトーラスペア (torus pair) であるとは，c ∩ dがちょうど 1つの閉区
間であって，さらに cとdが“交差的である”ことである（図 3）．

• 組 {c, d}がパンツペア (pants pair) であるとは，c ∩ dがちょうど 1つの閉区間
であって，さらに cとdが“交差的でない”ことである（図 3）．

図 3: トーラスペアの例（左）とパンツペアの例（右）．

定義 3.2. 曲面F上の単純閉曲線の集合Xの包 (hull) とは，XとXの元たちが囲むF

上の円板すべての和集合のことである．
次の補題が必要となる．
補題 3.3. Fを種数2以上の向き付け可能閉曲面，もしくは種数4以上の向き付け不可
能閉曲面とする．ファイン曲線グラフC†(F )上の任意の自己同型写像αと，任意のトー
ラスペア{c, d} (c, dはC†(F )の頂点) に対して，{α(c), α(d)}はトーラスペアとなる．
向き付け可能曲面の場合． Long–Margalit–Pham–Verberne–Yao [4]は，補題 3.3を次
の2つのステップで証明する．

Step 1. αはトーラスペア全体とパンツペア全体の和集合を保つ．

Step 2. αはトーラスペア全体を保つ．

更に，Step 1においてLong–Margalit–Pham–Verberne–Yao [4]は次を示す．組{c, d}
をファイン曲線グラフC†(S)の頂点の組でS上で交わるものとする．このとき次の2つ
の条件は同値である．

(1) 組{c, d}はトーラスペアまたはパンツペアである．

(2) 組{c, d}の包に，cでもdでもない本質的単純閉曲線は高々1つしかない．
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向き付け不可能曲面の場合．向き付け不可能閉曲面Nに対して，N上で交わるような
C†(N)の2つの頂点 cとdに対して，上記の (1)と (2)は同値な条件にならない．具体的
には，組 {c, d}はトーラスペアでもパンツペアでもないが，{c, d}の包に cでも dでも
ない本質的単純閉曲線が高々1つしかないという状況がある．そこで，向き付け不可能
閉曲面に対しては {c, d}に「cと dは共に非分離的である」という条件を追加すれば 2

つの条件 (1)と (2)が同値となることがわかった:

組{c, d}をファイン曲線グラフC†(N)の頂点の組でN上で交わるもので，cとdは共
に非分離的であるものとする．このとき次の2つの条件は同値である．

(1) 組{c, d}はトーラスペアまたはパンツペアである．

(2) 組{c, d}の包に，cでもdでもない本質的単純閉曲線は高々1つしかない．

条件を追加しても補題3.3を証明できた理由． 組{c, d}がトーラスペアであるならば，
cとdは共に非分離的であることが従う．よって，非分離的な曲線c, dで構成されるトー
ラスペアすべてからなる集合は，トーラスペアすべてからなる集合と一致する．つま
り，「cとdは共に非分離的である」という条件を付け加えて制限されるのはパンツペア
のみであるため，補題3.3を証明することができた．
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