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Abstract

本稿では, 数論トポロジーと呼ばれる代数的整数論と低次元トポロ
ジーの類似を考察する分野に関する研究成果を報告する. 特に, ホモロ
ジー3球面に関するCuoco–Monsky型公式をZd-被覆由来でないZdp-被覆ま
で含めた形で証明し, Zd-被覆由来でないZdp-被覆の構成法を解説する. 最

後に, 講演では割愛した, 主結果のAlexander多項式に関する仮定がどう
いう意味を持つかについて論じる. この研究はお茶の水女子大学の植木
潤氏との共同研究であり, 本稿は2023年12月に東京女子大学で開かれた
研究集会「結び目の数理VI」の報告集の記事である.

pを素数とし固定する. 有限生成アーベル群Gに対し, e(G)をGの捩れ部分の位数
のp冪部分を表す物とする. 例えば

• e(Z /p2 Z) = 2,

• e(Z /p3 Z⊕Z /p4 Z) = 7

• e(Z⊕Z /p5 Z) = 5

である.

1 歴史的背景

昨年度の報告集でも書いたが, 数論の歴史的背景が今回の一連の研究にお
いて重要なのでここで再度記しておく. Qの有限次拡大体を代数体と呼ぶ. 各
代数体kに対し, イデアル類群Cl(k)と呼ばれる位数有限のアーベル群が定まる.
h(k) := #Cl(k)は重要な代数的不変量であり, 類数と呼ばれる.

定理 1.1 (Kummer, 1847). ξpを1のp冪乗根とする. この時, p 6= 2かつp - h(Q(ξp))な
らば, フェルマーの最終定理はn = pで正しい.

Kummerは上記の定理を証明し, 類数の重要性を世に周知した. しかし一般に,
類数の計算は難しく, 素数などと同様にその規則性を知る事は難しい. 例えば, 類
数1を持つ代数体(特に実二次体)が無限個あるのかを問うGauss予想と呼ばれる予
想さえ現在においても未解決である. また, Kummerの結果によりフェルマー予想
に関する残された問題がpが円分体の類数を割り切るケースだったため, 「pが代数
体の類数をどの程度割り切るのか」ということにも人々の関心は集まっていたは
ずである. 岩澤は1959年に「岩澤類数公式」と呼ばれる以下の定理を証明した.

定理 1.2 (Iwasawa, 1959, [5]). Zpをp進整数環とする. k∞/kを代数体のZp-拡大と
し,kpnをZpの部分群pn Zpに対応する部分体とする. この時, k∞/kのみに依存する不
変量µ, λ ∈ Z≥0とν ∈ Zがあって, 十分大きな全てのn ≥ 0に対して

e(Cl(kpn)) = µpn + λn+ ν
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となる.

3節でp進整数環Zpの定義を述べるが，Zp-拡大とはk∞/kのガロア群が加法群Zpと
なるような拡大の事である. これは整合的なZ /pn Z-拡大の列を考えるのと同じ事
である. 例えば, ξpnを原始p

n乗根とすれば

Q(ξp) ⊂ Q(ξp2) ⊂ Q(ξp3) ⊂ . . . ⊂
⋃
n≥1

Q(ξpn)

はZp-拡大である. 位相幾何学ではZp = Z /pZとしてこの記号が用いられる事もあ
るが, 本稿ではZp 6= Z /pZなので注意が必要である.
定理1.2のµ, λ, νは岩澤不変量と呼ばれる. 定理1.2は系列的な代数体の類数のあ

る種の規則性を統一的に記述する最初の公式であり, 円分体の類数のp冪部分に関
する定理でもある.
一方, この定理の結び目理論側の類似である以下の定理がHillman, Matei, 森下

の3名によりS3の場合で示され, 門上, 水澤の2名により2008年に有理ホモロジー3球
面の場合に拡張され, さらに植木によりZ-被覆由来でないZ /pn Z−分岐被覆の列の
場合に拡張されている.

Mを向き付け可能な閉連結3次元多様体とする.全てのi ≥ 0に対してHi(M,Q) ∼=
Hi(S

3,Q)となる時, Mを有理ホモロジー3球面と呼び, QHS3と書く. 類数が有限で
あったように, H1(M,Q)の位数も有限となる事がわかるので, QHS3は代数体の類
似と見る事ができる.

定理 1.3 (Hillman–Matei–Morishita, 2006, [4], Kadokami–Mizusawa, 2008, [7], Ueki,
2017, [18]). LをQHS3内の絡み目とする. Mpn → MをLに沿った整合的なZ /pn Z-分
岐被覆の列とする. 全てのMpnがQHS3であると仮定する. この時, (Mpn → M)nのみ
に依存する不変量µ, λ ∈ Z≥0とν ∈ Zがあって十分大きな全てのn ≥ 0に対して

e(H1(Mpn)) = µpn + λn+ ν

となる.

この定理は岩澤類数公式がほとんどそのままの形で絡み目側に現れ, とても興
味深い. 一方, 再び数論側に戻るが, 1981年にCuocoとMonskyは岩澤類数公式の一般
化である以下の定理を証明した. dを正整数とする.

定理 1.4 (Cuoco–Monsky, 1981, [2]). k∞/kを代数体のZdp-拡大とし,kpnをZdpの部分
群(pn Zp)dに対応する部分体とする. この時, k∞/kのみに依存する不変量µ, λ ∈
Z≥0があって, n→∞で

e(Cl(kpn)) = (µpn + λn+O(1))p(d−1)n

となる. ここでOはランダウ記号である.

この定理はZp-拡大から一般のZdp-拡大に岩澤類数公式を一般化した物であるが,

ランダウO記号を用いていて, GreenbergはこのO(p(d−1)n)部分も有理数係数の多項
式f(U, V )を用いてf(pn, n)で書けると予想している. このCuoco–Monskyの定理の絡
み目版を考える事により, このGreenbergの予想はホモロジー3球面内の絡み目の場
合においては正しいというのが今回の我々の主結果である. 整合的な(Zp /pn Zp)d-
被覆の列をZdp-被覆と呼ぶが, 昨年度の報告集では, 絡み目の成分数cとdが等しくな

おかつ考えるZdp-被覆がZd-被覆由来の時について正しい, という事を記した. 今回

はcとdが異なる場合やZd-被覆由来でないZdp-被覆についても示せたので, その証明

と, Zd-被覆由来でないZdp-被覆の具体的な構成法を続く節で述べる.
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1.1 主結果

この節では我々の主結果を述べ, 証明を与える. まず, 数論のために発展し
たMonskyによる以下の近似理論が主結果の証明の鍵となるので説明する. Wをp冪
乗根全体の集合とし, EdをZp-加群Hom(W d,W )を表す物とする.

定義 1.5. S ⊂ W dは, 以下の3つの型の条件の有限個の組み合わせで定義され
るW dの部分集合の和集合として表される時, 半代数的集合と呼ばれる.

i) τ(ζ) = ξ,

ii) τ(ζ) 6= ξ,

iii) logp |〈τ(ζ)〉| ≥ logp |〈τ ′(ζ)〉|+ r.

ここで, τ, τ ′ ∈ Ed, ξ ∈ W , r ∈ Zである.

ΛZ := Z[t±11 , . . . , t±1d ]をローラン多項式環, Λ := Z[[T1, . . . , Td]]を形式的冪級数環
とする. この時, 環準同型写像

ΛZ ↪→ lim←−
n

(Z /pn Z)[t
Z /pnZ
1 , . . . , t

Z /pn Z
d ] ∼= Λ

でti ∈ ΛZを1 + Ti ∈ Λに送る物が存在する. この写像により, ΛZの元をΛの元と自然
に見なす事ができ, 数論側の理論を絡み目理論側の対象に適応する事ができる.

vでp進付値を表す物とする. 厳密には, vはp進数体Qpの固定された代数閉包か

らQへの写像でv(p) = 1となるように正規化された物(なおかつv(0) = 0というあま
り一般的でない約束をした物)であるが, 代数的整数論に踏み込んだ説明が必要に
なるためここではv(a)で「aがpで何回割り切れるか」という事を表していると理
解して頂きたい. W (n)でpn乗根全体の集合を表す物とする.

命題 1.6 ([8, 定理5.6]). S ⊂ W dを半代数的集合とし, FをΛの元とする. この
時f(U, V ) ∈ Q[U, V ]でdegV f ≤ 1かつ総次数がdeg f ≤ dとなる物が唯一つ存在し,
十分大きな全てのnに対して∑

ζ∈S∩W (n)d

v(F (ζ − 1)) = f(pn, n)

となる.

次に, 主結果の証明の根幹をなすMayberry–MurasugiとPortiの結果について説
明する.

Mを向き付け可能な閉連結3次元多様体とする. 全てのi ≥ 0に対してHi(M) ∼=
Hi(S

3)となる時,Mをホモロジー3球面と呼び, ZHS3と書く.MをZHS3, L = tiKiをM内
のc成分絡み目, N(L)をLの開管状近傍, Xを補空間M \N(L)と置く. ∆L(t1, . . . , tc) ∈
ΛZをLのAlexander多項式とする. Gを有限アーベル群とし, π : π1(X) � Gを群全射
準同型写像とする. MπをLに沿ったkerπに対応するMの分岐被覆とする.

Ĝ := {ξ : G→ C∗ | ξは群準同型写像}

でGのPontryagin双対を表すとする. メリディアンα1, . . . , αd ∈ H1(X). 任意のξ ∈
Ĝに対して, Lξ :=

⋃
ξ(π(αi))6=1KiをLの部分絡み目とし, ∆Lξ(ti1 , . . . , tik)をLξのAlexander多

項式とする. 自明な表現G→ C∗に対してはL1 = ∅とする. ∆L1 := 1と置き,

Ĝ(1) := {ξ ∈ Ĝ |ある1 ≤ i ≤ dに対してLξ = Ki}.
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と置く. 任意のξ ∈ Ĝ(1)に対して, i(ξ)が対応するiを表すとする.

|H1(Mπ)| :=

{
#H1(Mπ) #H1(Mπ)が有限の時

0 #H1(Mπ)が無限の時

と置く.

命題 1.7 ([6, 定理10.1], [10, 定理1.1]).

|H1(Mπ;Z)| = ± |G|∏
ξ′∈Ĝ(1)(1− ξ′(π(αi(ξ′))))

∏
ξ∈Ĝ

∆Lξ(ξ(π(αi1)), . . . , ξ(π(αik)))

である.

最後に, Torres条件と呼ばれる以下の定理を紹介する. Monskyによる近似理論,
Mayberry–MurasugiとPortiの結果, そしてこのTorres条件を組み合わせる事によっ
て主結果の証明が得られる.

命題 1.8 (Torres条件, [16], [1]).

∆L(t1, . . . , tc−1, 1) =

{
t
l1
1 −1
t1−1 c = 2

(tl11 · · · t
lc−1

c−1 − 1)∆L′(t1, . . . , tc−1) c > 2,

となる. ここでL′ = K1 t · · · tKc−1 でありli := lk(Ki, Kc)である.

定理 1.9. LをZHS3 M内のc成分絡み目でc ≥ dとなる物とする. X := M \N(L)と置
く. (Xpn → X)nをZdp-被覆とし, MpnをXpnのFox完備化とする. ∆L(t1, . . . , tc)が(W \
{1})cで消えないと仮定する. この時, 全ての(Z /pn Z)d-被覆MpnはQHS3となり,あ
るf(U, V ) ∈ Q[U, V ]でdegV f ≤ 1かつ総次数がdeg f ≤ dとなる物が唯一つあって,
十分大きな全てのnに対して

e(H1(Mpn)) = f(pn, n)

となる. UdとUd−1Vの係数はZ≥0に含まれる.
つまり, あるµ, λ ∈ Z≥0とµ1, . . . , µd−1, λ1, . . . , λd−1, ν ∈ Qがあって, 十分大きな全

てのnに対して,

e(H1(Mpn)) = µpdn + λnp(d−1)n + µ1p
(d−1)n + λ1np

(d−2)n + . . .+ µd−1p
n + λd−1n+ ν.

となる.

定理1.9は, 代数体のZdp-拡大に対するGreenbergの予想が絡み目側ではZHS3で成

り立つという事を表している.

Proof. ∆Lが(W \ {1})cで消えないので, ∆L′もまたTorres条件(補題1.8)により(W \
{1})c(L′)で消えない.

τ : Zc → Zdpを全射群準同型Zcp → Zdpを誘導する与えられたZdp-被覆に対応する群
準同型写像とする. vi := τ(αi)と置く. この時v1, . . . ,vcはZdpを生成する. 各n ≥ 1に

対して, τnがτ と自然な全射群準同型Zdp → (Z /pn Z)dの合成写像を表すとする.

vi = (vi1, . . . , vid)の時,
ζ(vi1,...,vid) := ζvi11 · · · ζ

vid
d .
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と置く. 補題1.7より,

|H1(Mpn)| = ± |G|∏
ξ′∈Ĝ(1)(1− ξ′(τn(αi(ξ′))))

∏
ξ∈Ĝ

∆Lξ(ξ(τn(αi1)), . . . , ξ(τn(αik)))

= ± pdn∏c
i=1

∏
ζ∈W (n)d

ζvi 6=1
ζvj=1(j 6=i)

(1− ζvi)
∏
L′⊂L

∏
ζ∈W (n)d

ζvj 6=1 (j∈{i1,...ic(L′)})
ζvj=1 (j /∈{i1,...ic(L′)})

∆L′(ζ
v1 , . . . , ζvc)

となる. 従って,

e(H1(Mpn)) = v

±
pdn∏c

i=1

∏
ζ∈W (n)d

ζvi 6=1
ζvj=1 (j 6=i)

(1− ζvi)
∏
L′⊂L

∏
ζ∈W (n)d

ζvj 6=1 (j∈{i1,...ic(L′)})
ζvj=1 (j /∈{i1,...ic(L′)})

∆L′(ζ
vi1 , . . . , ζ

vic(L′) )


= v(pdn)− v(

c∏
i=1

∏
ζ∈W (n)d

ζvi 6=1
ζvj=1 (j 6=i)

(1− ζvi)) +
∑
L′⊂L

∑
ζ∈W (n)d

ζvj 6=1 (j∈{i1,...ic(L′)})
ζvj=1 (j /∈{i1,...ic(L′)})

v(∆L′(ζ
vi1 , . . . , ζ

vic(L′) )).

となる. W d 3 (ζ1, . . . , ζd) → ζvi ∈ WはHom(W d,W )の元なので, 半代数的集合の定
義により, 各1 ≤ i ≤ cに対して, {ζ ∈ W d | ζvj 6= 1 (j ∈ {i1, . . . ic(L′)}), ζvj = 1 (j /∈
{i1, . . . , ic(L′)})}と{ζ ∈ W d | ζvi 6= 1, ζvj = 1 (j 6= i)}は半代数的集合である. よって,
補題1.6より, g(U, V ), h(U, V ) ∈ Q(U, V )でdegV g, degV h ≤ 1かつdeg g, deg h ≤ dと
なるような物が唯一つ存在して

e(H1(Mpn)) = dn− h(pn, n) + g(pn, n)

となる. f(U, V ) := dV − h(U, V ) + g(U, V )と置けばよい.

2 Zd-被覆由来でないZd
p-被覆の例

定理1.9は先に述べた通り昨年度の報告集に記した結果の拡張であり, 具体例に
関してはそちらを参照して頂きたい. この節ではZd-被覆由来でないZdp-被覆の構成
法を記す.
まずZd-被覆由来であるZdp-被覆の正確な定義を述べる.

定義 2.1. Zdp-被覆(Xpn → X)n,つまり,群準同型写像の列(τn : π1(X)→ (Z /pn Z)d)nで

各n ≥ 1に対して

π1(X)
τn+1//

τn &&

(Z /pn+1 Z)d

��
(Z /pn Z)d

が可換となる物が与えられているとする. ある群準同型写像π : π1(X)→ Zdで

π1(X) π //

τn %%

Zd

��
(Z /pn Z)d
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が可換となる時, (Xpn → X)nはZd-被覆由来であるZdp-被覆と呼ばれる. ここで, 縦

の射は全て自然な群準同型写像である.

次にp進整数環Zpの定義を述べる.

定義 2.2. 自然な環準同型写像の列

Z/pZ ϕ2←− Z/p2Z ϕ3←− Z/p3Z←− · · ·

を考える. Zp := lim←−n Z/p
nZ = {{an}n ∈

∏
n≥1 Z/pnZ | ϕn(an) = an−1}は可換環をな

しp進整数環と呼ばれる.

例 2.3. p = 5とする. a = (2, 7, 57, . . .) ∈ Z5という元を考える.

2 = 2 ∈ Z /5Z
7 = 2 + 1 · 5 ∈ Z /52 Z

57 = 2 + 1 · 5 + 2 · 52 ∈ Z /53 Z
. . .

という風になっており, aの要素は逆極限の定義に合うようになっている. 1 =
(1, 1, . . .)はZ5の単位元であるので,

−1 = (−1,−1, . . .) = (4, 24, 124, . . .) = (22, 72, 572, . . .) = (2, 7, 57, . . .)2 = a2

となる. 従って, a =
√
−1 ∈ Z5である. より正確には, 可換環論のHenselの補題と呼

ばれる定理を用いれば「. . .」の部分でa =
√
−1 ∈ Z5が成り立つように整合的に続

く物が存在する事が保証される. L := K1 tK2, X := S3 \N(L), α1, α2 : K1, K2のメ
リディアンとする. τ : π1(X)→ Z5をα1 7→ 1, α2 7→

√
−1となる物として定義する.

τn : π1(X)
τ→ Z5 � Z /5n Z

X5nをker τnに対応するXの被覆空間とする. この時(X5n → X)nはZ5-被覆をなす. こ
の被覆はどのZ-被覆由来でもない. 実際, もしそうだとすると, 各nに対して整合的
な可換図式

π1(X) //

τn %%

Z

��
Z /5n Z

が得られる事になる. これは可換図式

π1(X) //

τ
""

Z

��
Z5

を誘導するが, imτ ∼= Z2である事に矛盾する.

このように, Z-被覆由来でないZp-被覆という物は存在する.
絡み目理論では, メリディアンをZの元に送る事によりZ-被覆を構成する事が多

いと思う(例えば全て1に送るのは全絡み数Z-被覆と呼ばれる)が, Zpを考える事の
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メリットは
√
−1などの整数の範囲外の元にメリディアンを送る事が可能になる事

により上記の例のような複雑なZp-被覆なども統一的に扱えるという所である.
位相幾何学で実際に出てくるZp-被覆に対して網羅的に調べようとした時に数

論で生まれ発展した概念であるZpも用いる必要があるというのはとても興味深い
事だと思う.

Zdp-被覆に関しても同様の事が言えるのが以下の例から分かる.

例 2.4. L = K1 tK2 tK3, X := S3 \N(L)とする. α1, α2, α3 : K1, K2, K3のメリディ
アンとする. τ : π1(X)→ Z2

5をα1 7→ (1, 0), α2 7→ (
√
−1, 0), α3 7→ (0, 1)で定義する.

τn : π1(X)
τ→ Z2

5 � (Z /5n Z)2

X5nをker τnに対応する空間とすれば, 上と全く同様にして(X5n → X)nはZ2-被覆由
来でないZ2

5-被覆をなす事が分かる.

3 主定理のAlexander多項式の仮定について

定理1.9の主張にはAlexander多項式が消えるかどうかの仮定の条件が含まれる
が, この節では講演では割愛した内容ではあるがこの条件がどういう意味を持つの
かについて考察して行きたい.
まず第一に, 実は絡み目のZp-被覆内での分解法則と関係がある事が以下の命題

により分かる.

命題 3.1 (T.—Ueki, [15]). MをZHS3, L = tiKiをM内のc成分絡み目とし, X =
M \ N(L)と置く. (Xpn → X)nをZdp-被覆とし, (Mpn → M)nをそのFox完備化によ

り得られる分岐Zdp-被覆とする. Alexander多項式∆L(t1, . . . , tc)がW
cで消えない時,

Lは(Mpn →M)nにおいて分解しない.

Proof. 対偶により示す. Lが分解しないと仮定する. この時, 絡み目のヒルベルト分
岐理論([9, Section 5.1], [18]を参照)より, ある1 ≤ i < j ≤ cがあってp | lk(Ki, Kj)と
なる. ここで, i = 1, j = cと仮定しても一般性を失わない. よってp | l1である.
m ∈ Zをpm | l1かつpm+1 - l1な物とし, ξpmを1の原始pm乗根とする. この時ξl1pm = 1,

つまり, ξl1pm − 1 = 0となる. Torres条件(補題1.8)により, これは

∆L(ξpm , 1, . . . , 1) = 0.

となる事を意味する. 従って∆L(t1, . . . , tc)はW
cで消える.

絡み目の分解法則が分かるとどのような事が言えるだろうか. 分岐被覆と不
分岐被覆の1次ホモロジー群の大きさの差についてはHartley, Mayberry, Murasugi,
作間らの研究[3], [6], [12]が知られている. Hartley–Murasugiの結果[3, Lemma 2.8]を
使って, QHS3内の絡み目の分岐(Z /pn Z)d-被覆と不分岐(Z /pn Z)d-被覆を比較する
以下の定理を示す.

定理 3.2 (T.—Ueki, [15]). MをQHS3, L = tiKiをM内のc成分絡み目とし, X =
M \ N(L)と置く. (Xpn → X)nをZdp-被覆とし, (Mpn → M)nをそのFox完備化により

得られる分岐Zdp-被覆とする. Lが(Mpn → M)nにおいて分解しないと仮定する. こ

の時
e(H1(Mpn)) = e(H1(Xpn)) +O(n)

となる.
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補題 3.3 (Hartley–Murasugi, [3, 補題2.8]). M,L,Xを上の通りとする. a1, . . . , ac ∈
Zに対して, 以下は同値である.
(i) H1(M)の中で

∑c
i=1 aiKi = 0である.

(ii) 群準同型写像ϕ : H1(X)→ Zで各1 ≤ i ≤ cに対してϕ(αi) = aiとなる物が存在す
る.

補題 3.4 (T.—Ueki, [15]). M,L,Xを上の通りとする. 各iに対し, ViをKiの閉管状近
傍とする. この時アーベル群の自然な完全列

0→ A→ H1(X)→ H1(M)→ 0

が存在する. ここで, Aはメリディアンで生成されるH1(X)の部分群である.

Proof. H2(M) ∼= H1(M)free = 0かつM = X ∪
⋃c
i=1 Viより, Mayer–Vietoris完全列

0→
c⊕
i=1

H1(∂Vi)→ H1(X)⊕
c⊕
i=1

H1(Vi)→ H1(M)→ 0.

を得る. H1(Vi)はロンジチュードで生成され, なおかつH1(∂Vi)はメリディアンとロ
ンジチュードの両方で生成されるので, この完全列は求めるべき完全列を誘導す
る.

Proof of 定理3.2. 補題3.4より, 自然な完全列

0→ Apn → H1(Xpn)→ H1(Mpn)→ 0

を得る. ここで, ApnはH1(Xpn)のZ-部分加群でLの逆像の成分のメリディアンで代
表される元で生成される物である. α1, . . . , αc ∈ H1(X)をそれぞれK1, . . . , Kcのメリ
ディアンとする. 完全列

0→ A→ H1(X)→ H1(M)→ 0,

を考える.ここでAはα1, . . . , αcで生成されるH1(X)の部分群である.H1(M)がQHS3な
ので, 各1 ≤ i ≤ cに対し, あるai ≥ 0があってH1(M)の中でaiKi = 0となる. よって,
補題3.3((i) ⇔ (ii))より, ある群準同型写像ϕi : H1(X)→ Zがあって

ϕi(αj) =

{
ai j = i

0 j 6= i

となる. 行が完全な可換図式

0 // Apn //

��

H1(Xpn) //

ψpn

��

H1(Mpn) //

��

0

0 // A // H1(X) // H1(M) // 0.

を考える. KをMpn内の結び目であるKiの上に乗っている物とし, αをKのメリディ
アンとする. この時, (ϕi ◦ ψpn) : H1(Xpn)→ Zは群準同型写像で

(ϕi ◦ ψpn)(α) = ϕi(eiαj) = eiϕi(αj) =

{
eiai j = i

0 j 6= i
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となる. ここでeiはMpn → MでのKiの分岐指数である. 再び, 補題3.3((i) ⇔ (ii))よ
り, H1(Mpn)の中でeiaiK = 0となる. (π1(X) : π1(Xpn)) = pdnなので, 絡み目のヒ
ルベルト分岐理論([9, Section 5.1], [18]を参照)より, a = max{a1, . . . , ac}と置けば,
H1(Mpn)の中でpdnaK = 0とならざるを得ない. また, 仮定よりLはMpn → Mの中で
分解しないので, rankZ(H1(Xpn)) = O(1)となる. 従って,

e(H1(Mpn)) = e(H1(Xpn)) +O(n)

となる.

定理3.2と命題3.1により, Alexander多項式がW cで消えないという条件下では,
分岐(Z /pn Zd)-被覆と不分岐(Z /pn Z)d-被覆の1次ホモロジー群の大きさの差は定
理1.9の主張に出てくる岩澤µ, λ不変量に影響を及ぼさない程度に十分小さい事
が分かる. 以下で述べる不分岐被覆の1次ホモロジー群に関するCuoco–Monsky型
の公式と組み合わせると, µ, λ不変量がAlexander多項式, 特に以下で定義する被
約Alexander冪級数を用いて計算できる事が分かる.

d ≥ 2とする. XをQHS3内のc成分絡み目L = tiKiの開管状近傍の補空間とし,
各i = 1, . . . , cに対してαi ∈ π1(X)をKiのメリディアンとする. (Xpn → X)nを群準同
型写像τ : π1(X)→ Zdpに対応するZdp-被覆とする. τ(αi) = (vi1, . . . , vid) ∈ Zdpと置いた
時, Λの元

∆̂τ (T1, . . . , Td) = ∆L((1 + T1)
v11 · · · (1 + Td)

v1d , . . . , (1 + T1)
vc1 · · · (1 + Td)

vcd)

を(Xpn → X)nの被約Alexander形式的冪級数と言う.
F ∈ Λに対して定義される岩澤µ(F ), λ(F )不変量に関しては昨年の報告集[14]で

定義したのでそちらを参照して頂きたい. W := {ξ − 1 | ξ ∈ W}と置く.

定理 3.5 (T.—Ueki, [15]). MをQHS3, LをM内の絡み目とし, X = M \ N(L)と
置く. (Xpn → X)nを群準同型写像τ : π1(X) → Zdpに対応するZdp-被覆とし, 被

約Alexander形式的冪級数∆̂τ (T1, . . . , Td)がWdで消えないとする. この時

e(H1(Xpn)) = (µ(∆̂τ )p
n + λ(∆̂τ )n+O(1))p(d−1)n.

となる.

以下の定理の(1)は昨年の講演や報告集で述べた結果である.定理3.5と定理3.2と
命題3.1を組み合わせる事により(2)が得られる.

定理 3.6 (T.—Ueki, [15]). 定理1.9と同様の状況とする.
(1) c = dならば, µ = µ(∆L)かつλ = λ(∆L)となる.
(2) Alexander多項式∆L(t1, . . . , tc)がW

cで消えないのであれば, 被約Alexander形式

的冪級数∆̂τ (T1, . . . , Td)もまたWdで消えず, µ = µ(∆̂τ )かつλ = λ(∆̂τ )となる.

上で「位相幾何学の情報を網羅的に知るためにはZの枠を越えてZpも考える必
要があるのが興味深い」と述べたが, ここでも, Zp-被覆での1次ホモロジー群の成
長度に関する情報を網羅的に知るために定義した被約Alexander形式的冪級数とい
う概念がローラン多項式環ΛZの枠を越えΛの元になっている事が興味深い. 今回の
結び目の数理VIの植木潤氏の講演内容もそうであったが, ZからZpを構成するよう
な操作として知られる「群の副有限完備化」が今後位相幾何学が向かう一つの方
向性のように思う.

Λは概念の導入時に述べたように完備群環と同型であるが, 完備群環については
これまで数論側で多くの研究が進められてきたので, 今回この報告集でMonskyの
結果を用いて我々が主定理を示したように, 今後も分野の垣根を越えた応用が期待
される.
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