
平面への安定写像と2橋絡み目について
加藤楽人 (日本大学大学院　総合基礎科学研究科)∗

滑らかな3次元多様体上のMorse関数の一般化として、3次元多様体から2次元多様
体への安定写像が考えられ、研究されている。例えば、3次元球面S3からR2への安定
写像 fに対して、定値折り目特異点、尖点（カスプ）のそれぞれの集合をS0(f), C(f)

で表し、fの II2型不定値折り目特異ファイバーの集合を II2(f)、II3型不定値折り目特
異ファイバーの集合を II3(f)と表すとき、C(f) = ∅かつ (|II2(f)|, |II3(f)|) = (1, 0)また
は (0, 1)をみたし、L ⊂ S0(f)となる安定写像 f : S3 → R2が存在するような絡み目L

の特徴付けが得られている ([2], [1])。今回、2成分2橋絡み目Lに対し、C(f) = ∅かつ
|II2(f)| = 0かつS0(f) = Lとなる安定写像S3 → R2が存在することが示せた。本稿で
は、この結果について紹介する。本研究は、日本大学文理学部の市原一裕氏との共同
研究である。

1. Introduction

最初に安定写像を定義する。そのための準備として、次のことを定義する。MとNを
滑らかな多様体とし、fと gをMからNへの滑らかな写像とする。このとき、2つの
微分同相写像Φ : M → Mとϕ : N → Nが存在し、次の可換図式を満たすとき、fとg

が左右同値であると定義する。
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さらに、ホイットニー位相が入ったMからR2への滑らかな写像全体の空間の中で、
滑らかな写像fの近傍Ufが存在し、Uf内の任意の滑らかな写像gとfが左右同値であ
るとき、fは安定写像と呼ばれる。
例えば、Morse関数は滑らかな多様体からRへの安定写像の例になっている。図1で
は、2次元多様体MからRへのMorse関数を図示した。

図 1:
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ここで、Morse関数が持つMorse特異点と呼ばれる微分のランクが落ちるM上の点
に注目する。図 1のM上の赤い点と黒い点が fの特異点である。これらの特異点の像
（特異値）は、それぞれR上の赤い点と黒い点である。さらにR上にある赤い点のfに
よる引き戻しの連結成分が、M上の赤い八の字であり、これを特異ファイバーと呼ぶ。
また、M上の黒い点と赤い点以外の点は、fの正則点と呼ばれる。さらに正則点の像の
fによる引き戻しの1つがM上の青色の円であり、これは正則ファイバーと呼ばれる。
以後、Morse関数の一般化として、次元を上げて考えられる安定写像について考察
する。特に、本稿では3次元多様体からR2への安定写像について調べる。
Levin[4]によって、3次元多様体からR2への安定写像の同値条件が与えられている。
定理 1.1 (Levin[3],[4]). fを滑らかな 3次元多様体MからR2への安定写像とする。こ
のとき、fは以下のうち1つの表示を局所的にもつ:

1. (u, x, y) 7→ (u, x)

2. (u, x, y) 7→ (u, x2 + y2)

3. (u, x, y) 7→ (u, x2 − y2)

4. (u, x, y) 7→ (u, y2 + ux− x3)

さらにfは大域的に次の2つの条件を満たす:

1. 尖点pに対して、f−1 ◦ f(p) ∩ S(f) = p

2. fを尖点を除いた特異点集合に制限写像は 2重交差しか持たないようなはめ込み
である。

上記の条件 1から 4の 4つの表示で表される局所座標近傍をもつM上の点は、上か
ら順にそれぞれ、正則点、定値折り目特異点、不定値折り目特異点、尖点（カスプ）と
呼ばれる。特に、fの特異点は上の条件2, 3, 4の3つを用いて、分類されることが知ら
れている。
Levinによって与えられた局所的な4つの表示は視覚的には、次のようになっている。

正則点

定値折り目特異点

不定値折り目特異点

尖点 (カスプ)

qf

f̄

p

qf (p)

f(p)

図 2:
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この図2の中で、シュタイン分解と呼ばれるR2上の点の fによる引き戻しのファイ
バーの連結成分を 1点に同一視することで得られる商空間を用いている。また、R2上
で定値折り目特異点全体の像は単純閉曲線になり、不定値折り目特異点全体の像は、平
面上のはめ込まれた曲線になることが知られている。
ここまでで見た fの特異点を調べることで、安定写像の定義域多様体の情報を得ら
れることがあり、いくつかの結果が知られている。
結果を紹介する前に、改めていくつかの定義と事実を述べる。滑らかな写像f : M →

R2に対し、fの微分のランクが落ちるMの点を特異点といい、その点からなる集合を特
異点集合という。本稿では、特異点集合を S(f)で表す。さらに、定値折り目特異点、
不定値折り目特異点、尖点（カスプ）のそれぞれの集合をS0(f), S1(f), C(f)で表す。
次に、Levinによって尖点に関して、次の結果が与えられている。
命題 1.2 ([4]). 安定写像M → R2が持つ尖点はホモトピックな変形により除去できる。
これにより、以後、安定写像は尖点を持たないとする。次に佐伯 [5]によって、次の
結果が与えられた。
定理 1.3 (佐伯 [5]). C(f) = ∅かつ f(S1(f))が単純閉曲線となる安定写像 f : M → R2

が存在することと、Mがグラフ多様体であることは同値である。
ここでは、グラフ多様体の定義は省略する。詳しくは、[5]を見よ。
この結果は、R2上でf(S1(f))が交点を持たない場合である。ここから自然な疑問と
して、R2上でf(S1(f))が交点を持つ場合は、どうなるかが考えられる。まず、R2上の
f(S1(f))の交点のfによる引き戻しを考える。
R2上で f(S1(f))が交点の fによる引き戻しは、2つの場合に分けられることが知ら
れている。
定義 1. 安定写像f : M → R2に対し、f(S1(f))の交点の引き戻しの特異ファイバーに
は、図3のように表される II2型と II3型の2つの種類がある ([3])。fの II2型特異ファイ
バーの集合を II2(f)、II3型特異ファイバーの集合を II3(f)と表す。

II2型 II3型

図 3: II2型と II3型

研究集会「結び目の数理VI」報告集 159



石川-古宇田 [2]は、3次元球面S3から平面への安定写像fで |II2(f)| = 1かつ |II3(f)| =
0となるものを調べ、S0(f)が含む絡み目Lについて、次の結果を得た。
定理 1.4 (石川-古宇田 [2]). LをS3内の絡み目とする。このときC(f) = ∅かつL ⊂ S0(f)

かつ |II2(f)| = 1かつ |II3(f)| = 0を満たす安定写像 f : S3 → R2が存在することと図の
6個のS3内の絡み目の 1つの外部空間に絡み目の境界のトーラスに沿ってデーン手術
を行って得られる3次元多様体がLの外部空間と微分同相であることは同値である。

1822 M. Ishikawa, Y. Koda

Fig. 2 The links L1, L2, . . . , L6 in S3

by easy combinatorial constructions and these provide immediately the same proper-
ties for stable map complexities (cf. Corollaries 3.9, 3.11). It follows immediately that
stable map complexities do not decrease under Dehn filling (cf. Corollary 3.13). This
behavior is similar to that of the hyperbolic volumes shown by Thurston [39].

In the remaining part of the paper, we discuss more applications of Theorem 3.5.
First, we construct a stable map for a link in the 3-sphere using a branched shadow, and
introduce a way to determine the configuration of its singular fibers. This construction
and the result for Dehn filling mentioned earlier yield the following:

Corollary 4.3 Let M be a closed orientable 3-manifold obtained from S3 by Dehn
surgery along a non-trivial link L. Then there exists a stable map f : M → R2

without cusp points satisfying |II2( f )| ≤ cr(L) − 2 and II3( f ) = ∅, where cr(L) is
the crossing number of L.

In [18], Kalmár–Stipsicz described the upper bounds of the minimal numbers of
simple crossings, II2( f ), II3( f ), etc., for stable maps that a closed 3-manifold M
admits in terms of properties of a surgery diagram of M . Corollary 4.3 provides better
upper bounds for |II2( f )|, |II3( f )| than theirs.

Next, developing the technique in this construction, we characterize the hyperbolic
knots in S3 having branched shadow complexity 1 as follows:

Theorem 5.6 Let L be a hyperbolic link in S3. Then bsc(S3, L) = 1 if and only if the
exterior of L is diffeomorphic to a 3-manifold obtained by Dehn filling the exterior of
one of the six links L1, L2, . . . , L6 in S3 along some of (possibly none of) boundary
tori, where L1, L2, . . . , L6 are illustrated in Fig. 2.

Each of the links L1, L2, . . . , L6 of this theorem is a hyperbolic link having the
volume 2Voct, where Voct = 3.66 . . . is the volume of the ideal regular octahedron. See
Costantino–Thurston [12, Proposition 3.33]. We note that by Agol–Storm–Thurston
[3, Theorem 9.1] the link L1 is a minimal volume hyperbolic link that contains a
meridional incompressible planar surface. See also Agol [1, Example 3.3]. In [43]

123

図 4: [2] Fig.2より

さらに古谷-古宇田 [1]により次が与えられた。
定理 1.5 (古谷-古宇田 [1]). LをS3内の絡み目とする。このときC(f) = ∅かつL ⊂ S0(f)

かつ |II2(f)| = 0かつ |II3(f)| = 1を満たす安定写像 f : S3 → R2が存在することと図の
4個のS3内の絡み目の 1つの外部空間に絡み目の境界のトーラスに沿ってデーン手術
を行って得られる3次元多様体がLの外部空間と微分同相であることは同値である。

2 RYOGA FURUTANI AND YUYA KODA

In the present paper, we are interested in stable maps of links. Again, let f : M → R2

be a stable map. We note that the set S(f) of singular points of f forms a link in M ,
each of whose components consists only of exactly one type of singular points. When
a link L in M is contained in the set of definite fold points of f , we say that f is a
stable map of (M,L). In [15] Saeki showed that if (M,L) admits a stable map with no
singular fibers of type II2 or II3, then L is a graph link, that is, the exterior of L is a
graph manifold, and vice versa. This implies that any stable map of a hyperbolic link L
in M has at least one singular fiber of type II2 or II3. Recently, Ishikawa-Koda [8] gave
a complete characterization of the hyperbolic links in S3 admitting stable maps into R2

with a single singular fiber type II2 and no one of type II3, see Theorem 1.3. For other
work on the study of links through stable maps, see e.g. [14, 9].

The following is the main theorem of this paper.

Theorem 0.1. Let L be a hyperbolic link in S3. Then there exists a stable map f :
(S3, L) → R2 with II2(f) = ∅ and |II3(f)| = 1 if and only if the exterior of L is
diffeomorphic to a 3-manifold obtained by Dehn filling the exterior of one of the four
links L′

1, L
′

2, L
′

3 and L′

4 in S3 along some of (possibly none of) boundary tori, where
L′

1, L
′

2, L
′

3, L
′

4 are depicted in Figure 2.

L′

1 L′

2 L′

3 L′

4

Figure 2. The links L′

1, L
′

2, L
′

3 and L′

4.

We note that the link L′

1 above is the minimally twisted 5-chain link. All of the
above links L′

1, L
′

2, L
′

3, L
′

4 are invariant by the rotation of π around a horizontal axis.
Theorem 0.1, together with the above result of Ishikawa-Koda [8], completes the charac-
terization of the hyperbolic links in S3 that admit stable maps into R2 with exactly one
(connected component of a) fiber having two singular points. The proof is based on the
connection between the Stein factorizations of stable maps and branched shadows devel-
oped in Costantino-Thurston [3] and Ishikwa-Koda [8]. Our proof is constructive, thus,
as we will see in Corollary 3.1 we can actually describe the configuration of the fibers of
the maps. We remark that the links L′

1, L
′

2, L
′

3, L
′

4 in Theorem 0.1 are all hyperbolic of
volume 10vtet, where vtet = 1.0149 · · · is the volume of the ideal regular tetrahedron. In
fact, as was mentioned in Costantino-Thurston [3] we can find a decomposition of the
complement of each of L′

1, L
′

2, L
′

3, L
′

4 into 10 ideal regular tetrahedra. In the Appendix,
we describe this decomposition explicitly.

1. Preliminaries

Throughout the paper, we will work in the smooth category unless otherwise men-
tioned. Let Y be a subspace of a polyhedral space X. The symbolds Nbd(Y ;X) and

図 5: [1] Fig.2より

2. Results

本稿の主結果は、次である。

160 研究集会「結び目の数理VI」報告集



定理 2.1. S3内の任意の 2成分 2橋絡み目Lに対して、S0(f) = Lかつ II2(f) = ∅を満
たす安定写像f : S3 → R2が存在する。
また、表にここまでの特異点に関する安定写像の結果についてまとめると次のよう
になる。

Saeki I-K F-K Ichihara-K

Link Graph link Six links Four links Two bridge link

m m m ⇓
II2型 0 1 0 0

II3型 0 0 1 ∗

定理 2.1は、与えられた 2橋絡み目に対して、安定写像 S3 → R2を構成することで
証明される。例えば、ホワイトヘッド絡み目に対して、安定写像S3 → R2を構成する
と、特異ファイバーの様子は図 6のようになる。中央の特異ファイバーが II3型のファ
イバーで、それ以外の特異ファイバーは全て II2型である。

図 6:

3. Key proposition

最後に、主結果の証明に重要な命題を紹介する。まず、準備として、1つ定義をする。
定義 2. f : M → Nを滑らかな写像とする。このとき任意のMの点p1, p2に対し、2点
がfのファイバーの同じ連結成分に含まれるとき、pと qは同値であるという。さらに、
この同値関係によってMから得られる商空間を fのシュタイン分解といい、Wfと表
す。例えば、図7のMorse関数に対応するシュタイン分解Wfは図のようになる。

→ →

Wf

図 7: fのシュタイン分解

研究集会「結び目の数理VI」報告集 161



このとき、古谷-古宇田 [1]は II2型と II3型の特異ファイバーの像の近傍について、次
の命題を示した。
命題 3.1 (古谷-古宇田 [1]). f : S3 → R2をシュタイン分解Qfを持つ安定写像とする。
このとき図8の左で表されるQfの一部分をXに入れ替えて得られるものをシュタイン
分解としてもつ安定写像 g : S3 → R2が存在する。

Qf

∩

X

⇝

図 8:
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