
空間曲面の groupoid rack cocycle不変量
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1 空間曲面

空間 3価グラフ (spatial trivalent graph)とは, S3 に埋め込まれた有限 3価グラフ

のことである.

Y向き付けられた空間 3価グラフ (Y-oriented spatial trivalent graph)とは, 全

ての頂点の入次数, 出次数がともに 1 以上であるような有向空間 3 価グラフのことであ

る. ここで入次数とはその頂点を終点としてもつ辺の本数をいい, 出次数とはその頂点を

始点としてもつ辺の本数をいう.
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図 1 空間 3価グラフの Y向き付け

空間曲面 (spatial surface) [4]とは, 3次元球面 S3 = R3 ⊔ {∞}に埋め込まれたコン
パクト曲面である. 本報告書では次の条件を仮定する.

• 有向である.

• 各連結成分は空でない境界を持つ.

• 2次元閉円板成分を持たない.

空間曲面 F1 と F2 が同値 (equivalent)であるとは, F1 を向きを込めて F2 に移す S3

上の全同位が存在することをいい, このとき F1
∼= F2 と書く.

原点を中心とする単位球面 S2 に, 原点から無限遠点∞へ向かう向きを正の法線方向
とする向きを与える. S2 = R2 ⊔ {∞}上の空間 3価グラフ図式 Dに対して, S2 上での正

則近傍 N(D)を取る. D の各上方弧の近傍に対応する N(D)の部分集合を S2 の正の法

線方向に沿って全同位で動かすことで曲面 F を得る. F は各交差近傍を除いて S2上にあ

るので, S2 から誘導される向きを与え, 空間曲面 F を得る (図 2). 任意の空間曲面は図 2

の方法で得られるある空間曲面と同値である. このとき, 空間曲面 F の図式 (diagram)

を空間 3価グラフ図式 Dで定める.

定理 1.1. ([4]). F1 と F2 を空間曲面とし, D1 と D2 をそれぞれ F1 と F2 の図式とする.
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図 2 空間 3価グラフ図式から有向空間曲面を得る方法

このとき, F1 と F2 が同値であることと D1 と D2 が空間曲面図式のライデマイスター変

形 (図 3)と S2 上のアイソトピー変形を有限回施して移り合うことは同値である.
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図 3 空間曲面図式のライデマイスター変形

補題 1.2. Y 向き付けられた空間曲面図式のライデマイスター変形は有向ライデマイス

ター変形 R2, R3および図 4の変形で生成される.
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図 4 Y向き付けられた空間曲面図式の R5および R6変形

定理 1.3. ([5]). F1 と F2 を空間曲面とし, D1 と D2 をそれぞれ F1 と F2 の Y向き付け

られた空間曲面図式とする. このとき, F1 と F2 が同値であることと D1 と D2 が Y向き

付けられた空間曲面図式のライデマイスター変形および S2 上のアイソトピー変形を有限

回施して移り合うことは同値である.
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2 Groupoid rack

2.1 ラックとラック彩色

定義 2.1. ([2,3,6]). 空でない集合X とその上の 2項演算 ∗ : X×X ∋ (x, y) 7→ x∗y ∈ X

の組 X = (X, ∗)がラック (rack)であるとは, ∗が次の条件を満たすことをいう.

2. 任意の y ∈ X に対して, 写像 Sy : X ∋ x 7→ x ∗ y ∈ X は全単射である.

3. 任意の x, y, z ∈ X に対して, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)を満たす.

特に, ラック X が次の条件を満たすとき X = (X, ∗)をカンドル (quandle)という.

1. 任意の x ∈ X に対して, x ∗ x = xを満たす.

ラックの公理 2および 3はそれぞれ有向ライデマイスター変形 R2および R3変形に対

応し, カンドルの公理 1, 2および 3はそれぞれ有向ライデマイスター変形 R1, R2および

R3に対応している.

X = (X, ∗)をラックとする. 任意の x, y ∈ X と任意の n ∈ Zに対して, Sn
y (x)を x∗n y

で表す. ただし, S0
y = idX である.

定義 2.2. ([3, 6]). X をラック, D を有向絡み目図式とし, A(D)を D の弧全体の集合と

する. 写像 C : A(D) → X が D の X 彩色 (X-coloring)であるとは, D の各交差で図

5の条件を満たすことである. X 彩色全体の集合を ColX(D)と書く.

▶

x y

x ∗ y

図 5 ラック彩色条件 (x, y ∈ X)

命題 2.3. ([3, 6]). X をカンドルとし, D1, D2 を同値な有向絡み目を表す図式とする.

このとき, ColX(D1) と ColX(D2) の間に全単射が存在する. 特に ColX(D1) の濃度

|ColX(D1)| は有向絡み目の不変量である. この不変量をカンドル彩色数 (quandle

coloring number)という.

2.2 groupoid rackと groupoid rack彩色

全ての射が同型射であるような圏を亜群 (groupoid)と呼ぶ.

定義 2.4. C を亜群とし, X = Hom(C)とする. X とX 上の 2項演算 ∗ : X ×X → X の

組 X = (X, ∗)が groupoid rackであるとは, ∗が次の条件を満たすことをいう.

1. 任意の x ∈ X と任意の f : λ → µ, g : µ → ν に対して, x ∗ (fg) = (x ∗ f) ∗ g, x ∗
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idλ = x を満たす.

2. 任意の x, y, z ∈ X に対して, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)を満たす.

3. 任意の x ∈ X と任意の f : λ → µ, g : µ → ν に対して, cod(f ∗ x) = dom(g ∗
x), (fg) ∗ x = (f ∗ x)(g ∗ x)を満たす.

groupoid rackの公理 1および 3は R2および R5変形に対応し, 2は R3変形に対応し

ている. また亜群の射の結合法則は R6変形に対応している.

定義 2.5. X を groupoid rack とし, D を Y 向き付けられた空間曲面図式とする. 写像

C : A(D) → X が X 彩色 (X-coloring)であるとは, 各交差と各 3価頂点で図 6の条件

を満たすことをいう. X 彩色全体の集合を ColX(D)と書く.

▶
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x ∗ y

▶ ▶
▶
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fg

▶ ▶

▶ fg

f g

図 6 groupoid rack彩色条件 (x, y, f, g ∈ X, cod(f) = dom(g))

定理 2.6. X を groupoid rackとし, D1 と D2 を同値な空間曲面の Y向き付けされた図

式とする. このとき, ColX(D1)と ColX(D2)の間に全単射が存在する. 特に ColX(D1)の

濃度 |ColX(D1)|は空間曲面の不変量である.

groupoid rackX に対して, Y (̸= ∅)がX 集合 (X-set)であるとは写像 ⋆ : Y ×X → Y

が次の条件を満たすことをいう.

• 任意の v ∈ Y と任意の f, g ∈ X (cod(f) = dom(g)) に対して,

v ⋆ (fg) = (v ⋆ f) ⋆ g かつ v ⋆ idξ = x

を満たす. ここで idξ は対象 ξ に関する恒等射である.

• 任意の v ∈ Y と任意の x, y ∈ X に対して,

(v ⋆ x) ⋆ y = (v ⋆ y) ⋆ (x ∗ y)

定義 2.7. X を groupoid rack, Y を X 集合, D を Y 向き付けられた空間曲面図式とす

る. 写像 C : A(D)⊔R(D) → X ⊔ Y が (X,Y )彩色 ((X,Y )-coloring)であるとは次の

条件を満たすことをいう.

• C|D は Dの X 彩色である.

• C|R(D) : R(D) → Y が図 7の条件を満たす.

Col(X,Y )(D)を Dの (X,Y )彩色全体の集合とする.
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v ⋆ x

図 7 groupoid rack彩色条件 (v ∈ Y , x ∈ X)

定理 2.8. X を groupoid rack, Y をX 集合とする. D1とD2はそれぞれ同値な空間曲面

を表す Y向き付けられた図式であるとする. このとき, Col(X,Y )(D1)と Col(X,Y )(D2)の

間に全単射が存在する. 特に,
∣∣Col(X,Y )(D1)

∣∣は空間曲面の不変量である.

3 Groupoid rack (co)homology

このセクションでは, [1]と類似の方法で groupoid rack (co)homologyを導入する.

以下では特に断らない限り, C を亜群, X = Hom(C)を groupoid rack, Y を X 集合と

する.

Z加群 Cn(X)Y を次で定義する.

Cn(X)Y :=


Z

 ⊔
n1+···+nk=n

Y ×
k∏

i=1

 ⊔
(λ0,··· ,λni

)∈Ob(C)×···×Ob(C)

Hom(λ0, · · · , λni
)

 (n ∈ Z>0)

0 (n ∈ Z≤0)

ここで,

Hom(λ0, λ1, · · · , λn) := Hom(λ0, λ1)× Hom(λ1, λ2)× · · ·Hom(λn−1, λn)

である.

Cn(X)Y の元 (v;x1,1, . . . , x1,n1 ; . . . ;xk,1, . . . , xk,nk
)を ⟨v⟩ ⟨x1,1, . . . , x1,n1⟩ · · · ⟨xk,1, . . . , xk,nk

⟩
で表すこととする. また, Hom(λ0, . . . , λn) の元 x = (x1, . . . , xn) に対して,

⟨x⟩ := ⟨x1, . . . , xn⟩ と定める. x ∈ Hom(λ0, . . . , λn) に対して, x の長さを |x| と
書く. さらに ⟨v⟩ ⟨x1⟩ ⟨x2⟩ · · · ⟨xk⟩ ∈ Cn(X)Y の長さを |x1| + |x2| + · · · + |xk|で定義し,

|⟨v⟩ ⟨x1⟩ ⟨x2⟩ · · · ⟨xk⟩|と表す.

y ∈ Xに対して, ⟨x ∗ y⟩ := ⟨x1 ∗ y, . . . , xn ∗ y⟩で定め, ⟨v ⋆ y⟩ ⟨x1 ∗ y⟩ ⟨x2 ∗ y⟩ · · · ⟨xk ∗ y⟩
を ⟨v⟩ ⟨x1⟩ ⟨x2⟩ · · · ⟨xk⟩ ∗ y と表す. ただし, 0 ∗ y := 0とする.

また, ⟨v⟩ ⟨x1⟩ · · · ⟨xi⟩ (∗y ⟨xi+1⟩) · · · ⟨xk⟩ は ⟨v ⋆ y⟩ ⟨x1 ∗ y⟩ · · · ⟨xi ∗ y⟩ ⟨xi+1⟩ · · · ⟨xk⟩
を表す.

準同型 ∂n : Cn(X)Y → Cn−1(X)Y を次で定義する.

∂n(⟨v⟩ ⟨x1⟩ ⟨x2⟩ · · · ⟨xk⟩) =


k∑

i=1

(−1)|⟨v⟩⟨x1⟩⟨x2⟩···⟨xk⟩| ⟨v⟩ ⟨x1⟩ · · · ∂̃(⟨xk⟩) · · · ⟨xk⟩ (n ∈ Z>0)

0 (n ∈ Z≤0)
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ここで ⟨x⟩ = ⟨x1, . . . , xn⟩に対して ∂̃(⟨x⟩)は

∂̃(⟨x⟩) = ∗x1

⟨
x0
⟩
+

n∑
i=1

(−1)i
⟨
xi
⟩

で定義される作用素である. ただし, 0 < i < nに対して, xi = (x1, . . . , xi−1, xixi+1, xi+2, . . . , xn)

であり, x0 = (x2, . . . , xn), x
n = (x1, . . . , xn−1)である. x = (x0)のとき, ⟨x0⟩ = ⟨⟩と定

め, ⟨v⟩ ⟨x1⟩ · · · ⟨xi−1⟩ ⟨⟩ ⟨xi+1⟩ · · · ⟨xk⟩は ⟨v⟩ ⟨x1⟩ · · · ⟨xi−1⟩ ⟨xi+1⟩ · · · ⟨xk⟩を表す.

命題 3.1. A をアーベル群とする. このとき, C∗(X)Y = (Cn(X)Y , ∂n) はチェイン複体

である. また, C∗(X;A)Y = (Hom(Cn(X)Y , A), δn) はコチェイン複体である. ここで

δn : Hom(Cn(X)Y , A) → Hom(Cn+1(X)Y , A)は δn(h) = h ◦ ∂n+1で定義される準同型で

ある.

Hn(X)Y = Ker(∂n)/Im(∂n+1) を n 次ホモロジー群 (homology group) といい,

Hn(X)Y = Ker(δn)/Im(δn−1)を n次コホモロジー群 (cohomology group)という. ま

た, Ker(δn)の元をシャドウ nコサイクルという.

空間曲面 F の Y 向き付けられた図式 D の (X,Y ) 彩色を考える. χ を D 上の交差

または頂点, θ: C2(X)Y → A を 2 コサイクルとする. このとき, χ においてウェイト

(weight) wθ(χ,C)を次で定義する.

y

x

v

wθ(χ,C) = θ(⟨v⟩ ⟨x⟩ ⟨y⟩)

x

y

v

wθ(χ,C) = −θ(⟨v⟩ ⟨x⟩ ⟨y⟩)

f g

v

wθ(χ,C) = θ(⟨v⟩ ⟨f, g⟩)

f g

v

wθ(χ,C) = −θ(⟨v⟩ ⟨f, g⟩)

図 8 x, y, f, g ∈ X (cod(f) = dom(g))

Dの (X,Y )彩色 C に対して, ウェイトの総和Wθ(D,C)を次で定義する.

Wθ(D,C) =
∑

χ:交差

wθ(χ,C) +
∑

χ:頂点

wθ(χ,C)

定理 3.2. 多重集合 Φθ(D) = {Wθ(D,C) | C ∈ Col(D)Y }は空間曲面 F の不変量である.

Φθ(D)を Φθ(F )と書き, F の groupoid rack cocycle不変量という.

命題 3.3. R = (R, ∗)をラック, Y を R集合, Aをアーベル群, θ : CR
2 (R)Y → Aをシャ

ドウラック 2コサイクルとする. このとき, 次が成り立つ.

1. X = (R×R, ▷)は次で定義される二項演算 ▷ : X ×X → X により groupoid rack

になる.

(x, y) ▷ (z, w) = ((x ∗ z) ∗−1 w, (y ∗ z) ∗−1 w), (x, y)(y, z) = (x, z)
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2. Y は次で定まる ⋆̃ : Y ×X → Y により X 集合になる.

v⋆̃(x, y) = (v ⋆ x) ⋆−1 y

3. 次で定まる θ̃ : C2(X)Y → Aは groupoid rack 2コサイクルである.

θ̃(⟨v⟩ ⟨(x, y)⟩ ⟨z, w⟩) = θ(v, x, z)− θ((v ⋆ x) ⋆−1 y, y, z)− θ((v ⋆ z) ⋆−1 w, (x ∗ z) ∗−1 w,w)

+ θ((((v ⋆ x)⋆−1) ⋆ z) ⋆−1 w, (y ∗ z) ∗−1 w,w)

θ̃(⟨v⟩ ⟨(x, y), (y, z)⟩) = 0A
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