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本稿では 3次対称群S3による絡み目の彩色とその最小彩色数に関する結果を報告す
る．主に2橋絡み目について述べる．

1. 導入
Lを絡み目，DをLの向き付けられた正則図式とする．各交点において上弧をx，向き
に沿って辿るとき下弧のうち交点を通った先の弧をy，通る前の弧を zとする．このと
き写像C : { D上の弧 } → S3 − {e}が，正の交点においてC(x)C(y) = C(z)C(x)，負
の交点においてC(x)C(z) = C(y)C(x)が成り立つとする．このときCをS3-彩色とい
う．これは [1]でFoxにより導入されたFox n-彩色の一般化である．

図 1: S3-彩色の交点条件

S3の元のうち σ = (1 2), τ = (2 3)とする．このときS3-彩色の交点条件からつぎの
パレットグラフが得られる．パレットグラフとは，色を頂点をとし，2つの頂点の色が
ある交点で 2つの下弧となるとき，その上弧の色の辺で結ぶことで構成されるグラフ
のことである．ただし頂点 τ, σ, στσを繋ぐ辺がστまたは τσである場合はその交点の
符号に依存する．

図 2: S3-彩色のパレットグラフ（交点の符号との関係は省略）
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このS3-彩色Cがされた正則図式D上に現れる色が，n色であるときにCを (S3, n)-

彩色と表す．n = 1の場合を自明なS3-彩色とし，非自明（つまりn ≥2）である (S3, n)-

彩色を許容する図式を絡み目Lがもつとき，Lを (S3, n)-彩色可能という．ただしLが
結び目のときはn ≤ 3となる．

このとき次のことがわかる．

補題 1. Lを分離不可能な絡み目とする．
(i) (S3, 4)-彩色または (S3, 5)-彩色が与えられているLの図式からライデマイスター変
形で得られる図式に現れる色は常に 4色以上である．またこのときの (S3, 4)-彩色に現
れる色は{σ, τ, στσ}，{στ, τσ}からそれぞれ2色ずつである．
(ii) (S3, 3)-彩色が与えられているLの図式からライデマイスター変形で得られる図式
に現れる色は常に3色である．

補題1の証明. (i) S3-彩色のパレットグラフ（図 2）より，σ, τ, στσのうちのいずれか
の色がついた弧を含む成分はστ, τσの色がついた弧を持たない．つまり (S3, 4)-彩色ま
たは (S3, 5)-彩色を許容する図式DをもつLは2成分以上の絡み目であり，常に図式上
に{σ, τ, στσ}，{στ, τσ}から最低でも1色ずつ現れる．
このときDをライデマイスター変形して得られた図式D′が，ある α, β, γの 3色で
彩色されていたとする．α ∈ {σ, τ, στσ}，β, γ ∈ {στ, τσ}とすると，αが彩色された弧
は，常に「上弧」または「上弧が αで彩色された交点での下弧」である．このとき α

で彩色された弧を含む成分が分離可能となり，Lが分離不可能であることに矛盾する．
α ∈ {στ, τσ}，β, γ ∈ {σ, τ, στσ}としても同様．よってD′には常に4色以上現れる．

同様にしてDをライデマイスター変形して得られる図式D′′がα, β, γ, δの4色で彩色さ
れていたとする．このときα, β, γ ∈ {σ, τ, στσ}，δ ∈ {στ, τσ}であるとき，δが対応する
弧をもつ成分が分離可能となり，Lが分離不可能であることに矛盾．α, β, γ ∈ {στ, τσ}，
δ ∈ {σ, τ, στσ}としても同様．よって現れる色は{σ, τ, στσ}，{στ, τσ}からそれぞれ2

色ずつである．

(ii)Lが分離不可能であることから，(i)より (S3, 3)-彩色を許容しているLの図式Dに
現れる色はσ, τ, στσの3色である．このときLのすべての成分は，στ, τσが彩色された
弧をもたない．よってライデマイスター変形を行ってもDに現れる色は常にσ, τ, στσ

の3色である．

注意 1. 結び目に対して (S3, 3)-彩色はFox 3-彩色と１対１で対応がつく．

このとき，次のことがすぐにわかる．

命題 1. 絡み目Lが (S3, 4)-彩色可能ならば，Lは (S3, 5)-彩色可能である．

証明. (S3, 4)-彩色を許容している図式をその現れている色によってライデマイスター
変形 IIで局所的に変形し，(S3, 5)-彩色を許容する図式に変形することができる．

研究集会「結び目の数理Ⅲ」報告集 31



図 3: {σ, τ, στ, τσ}からστσを増やす場合

図 4: {σ, τ, στσ, στ}から τσを増やす場合（Lが分離可能のとき）

ここで自然な疑問として次が挙げられる．

問題 1. 絡み目Lが (S3, 5)-彩色可能であるとき，Lは (S3, 4)-彩色可能であるか．

つまり5色現れている図式から4色現れる図式へと変形することはできるか，という
問題である．

2. 主結果
今回，問題1について2橋絡み目の次の結果が得られた．

定理 1. ２橋絡み目Lが(S3, 5)-彩色可能ならば，(S3, 4)-彩色可能である．さらに(S3, 4)-

彩色可能である必要十分条件は，LがΣm+1
i=1 |ai| ≡ 0 (mod 2) を満たすコンウェイ図式

C(2a1, 2b1, 2a2, 2b2, . . . , 2bm, 2am+1)をもつことである．

ただしコンウェイ図式の表示は [2]に従う．

証明. まず (S3, 4)-彩色可能である必要十分条件について示す．

(i) Σm+1
i=1 |ai| ≡ 0 (mod 2)を満たす，図5のようなある2橋絡み目のコンウェイ図式

C(2a1, 2b1, . . . , 2bm, 2am+1)が，ある (S3, 4)-彩色を満たすことを示す．（向きの異なる場
合も同様。）
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図 5: コンウェイ図式C(2a1, 2b1, . . . , 2bm, 2am+1)

図 5の弧 x, yについて対応する色をC(x) = σ,C(y) = στとする．このとき 2biの表
す交点ではστ, τσの２色のみが現れ，前後の平行な２本の弧に対応する色は同じであ
る．（図6参照）

図 6: 2biでの色の現れ方

つまり2aiの振る舞いについてのみ考えれば良いことがわかる．ここで2aiは偶数で
あることから，2aiでの色の現れ方は図 7またはその半分（τ, τσまで）の繰り返しで
ある．

図 7: 2aiでの色の現れ方

このとき現れる色は常に {σ, τ, στ, τσ}の 4色であり，2am+1とC(x) = σが矛盾なく
彩色できているとするとΣm+1

i=1 |ai| ≡ 0 (mod 2)が得られる．

(ii) 一方で，ある２橋絡み目Lが (S3, 4)-彩色可能であるとき，Lの (S3, 4)-彩色され
た図式Dをコンウェイ図式に変形することを考える．このとき図 6の弧 xの位置に対
応する色C(x)がC(x) ∈ {σ, τ, στσ}となるようにする．得られたコンウェイ図式にお
いてC(x) ∈ {στ, τσ}であった場合も，図8のように変形可能である．
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図 8: C(x) ∈ {σ, τ, στσ}への変形

このとき得られたコンウェイ図式がΣm+1
i=1 |ai| ≡ 0 (mod 2)を満たしていないとする

と，図7より (S3, 4)-彩色不可能となり矛盾．よって必ず (S3, 4)-彩色可能であるような
２橋絡み目はΣm+1

i=1 |ai| ≡ 0 (mod 2)を満たすコンウェイ図式をもつ．

次に (S3, 5)-彩色可能な２橋絡み目が (S3, 4)-彩色可能であることを示す．

ある２橋絡み目Lが (S3, 5)-彩色可能であるときも同様にコンウェイ図式に変形する
ことを考える．補題 1より，ある (S3, 5)-彩色が与えられたLの図式は，ライデマイス
ター変形を行っても常に 4色以上現れる S3-彩色を許容し，さらに σ, τ, στσのいずれ
かの色が対応した弧を常にもつ．よって図8のようにC(x)がσ, τ, στσのいずれかとな
るように変形を行うと，図 6,7より現れる色は４色．よってLは (S3, 4)-彩色可能とな
る．

図 9: (S3, 4)-彩色をもつコンウェイ図式C(4,−2,−4, 2, 2,−2,−2) (σ = (1 2), τ = (2 3))

3. S3-最小彩色数
n ≥ 3に対して絡み目Lが (S3, n)-彩色可能であるとき，そのようなnの最小値をLの
S3-最小彩色数と呼ぶことにする．定理1より，２橋絡み目については (S3, 5)-彩色可能
であれば (S3, 4)-彩色可能であることがわかる．しかし一般に (S3, 4)-彩色可能であって
も，(S3, 3)-彩色可能であるかどうかは知られていない．つまり (S3, 4)-彩色可能である
からといって最小彩色数が決定するとは限らない．
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今回，とくにダブルツイスト絡み目J(k, l)，トーラス絡み目T (2, q)について次のこ
とを示すことができた．（ただしk, l, q ̸= 0とする．）

定理 2. ダブルツイスト絡み目 J(k, l)の S3-最小彩色数が 4である（つまり (S3, 4)-彩
色可能であるが (S3, 3)-彩色可能でない）ための必要十分条件はkl ≡ 3 (mod 4)かつ，
kl ̸≡ 2 (mod 3)である．

証明. まずkl ≡ 3 (mod 4)かつ，kl ̸≡ 2 (mod 3)であるときに，(S3, 4)-彩色可能で
あるが (S3, 3)-彩色可能でないことを示す．

図10のようなダブルツイスト絡み目J(k, l)の図式Dを考える．

図 10: ダブルツイスト絡み目J(k, l)の図式

(i) kl ≡ 3 (mod 4)のときまず (S3, 4)-彩色可能であることを示す．補題 1よりD

がには {σ, τ, στσ}，{στσ}からそれぞれ 2色ずつ表れている．そこで図 10の弧x, yに
対応する色をC(x) = σ,C(y) = στ とする．kl ≡ 3 (mod 4)より k, lはともに奇数．
(C(z), C(w))は k ≡ 1 (mod 4)のとき (τσ, σ)，または k ≡ 3 (mod 4)のとき (στ, τ)

である．
k ≡ 1 (mod 4) のとき，(C(x), C(y), C(z), C(w)) = (σ, στ, τσ, σ) として l ≡ 3

(mod 4)であるとき矛盾なく彩色することができる．またこのときστσは現れない．
同様にしてk ≡ 3 (mod 4)のときも，(C(x), C(y), C(z), C(w)) = (σ, στ, στ, τ)とし
て l ≡ 1 (mod 4)のとき矛盾なく彩色でき，στσは現れない．よってkl ≡ 3 (mod 4)

のとき (S3, 4)-彩色可能である．

一方，kl ̸≡ 2 (mod 3)であるときに (S3, 3)-彩色可能でないことを示す．補題1より
Dが (S3, 3)-彩色可能であるならば{σ, τ, στσ}の3色が現れている．C(x) = σ,C(y) = τ

とする．(C(z), C(w))はk ≡ 0 (mod 3)のとき(σ, τ)，k ≡ 1 (mod 3)のとき(στσ, σ)，
k ≡ 2 (mod 3)のとき (τ, στσ)である．
k ≡ 0 (mod 3)のとき，C(w) = C(y) = τ ̸= σ = C(z)より任意の lに対して

(S3, 3)-彩色可能でない．k ≡ 1 (mod 3)のとき，C(z) = στσ, C(w) = σより，l ≡ 2

(mod 3)で (S3, 3)-彩色可能．k ≡ 2 (mod 3)のとき，C(z) = τ, C(w) = στσより，
l ≡ 1 (mod 3)で (S3, 3)-彩色可能．つまりkl ̸≡ 2 (mod 3)のとき (S3, 3)-彩色可能で
ない．

(ii) 次に (S3, 4)-彩色可能であるが (S3, 3)-彩色可能でないときに kl ≡ 3 (mod 4)か
つ，kl ̸≡ 2 (mod 3) となることを示す．
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図10で表されるJ(k, l)の図式Dが (S3, 4)-彩色されているとする．補題1よりJ(k, l)

は２成分の絡み目であり，C(x) ∈ {σ, τ, στσ}，C(y) ∈ {στ, τσ}，または C(x) ∈
{στ, τσ}，C(y) ∈ {σ, τ, στσ}として良い．これよりk, lはともに奇数．このときC(x) ∈
{σ, τ, στσ}，C(y) ∈ {στ, τσ}とすると，(S3, 4)-彩色されていることから (i)と同様にし
てkl ≡ 3 (mod 4)が得られる．C(x) ∈ {στ, τσ}，C(y) ∈ {σ, τ, στσ}としても同様．
また (S3, 3)-彩色されているとする．このとき補題1よりC(x), C(y) ∈ {σ, τ, στσ}で
あり，矛盾なく彩色されていることからkl ≡ 2 (mod 3)が得られる．よって (S3, 4)-彩
色可能であるが (S3, 3)-彩色可能でないならばkl ≡ 3 (mod 4)かつ，kl ̸≡ 2 (mod 3)

である．

図 11: (S3, 4)-彩色がされているダブルツイスト絡み目J(3, 5)の図式

定理 3. トーラス絡み目 T (2, q)の S3-最小彩色数が 4である（つまり (S3, 4)-彩色可能
であるが (S3, 3)-彩色可能でない）ための必要十分条件は q ≡ 0 (mod 4)かつ q ̸≡ 0

(mod 3)である．

証明. T (2, q)は，q ≡ 0 (mod 4)のとき，図 7より，(S3, 4)-彩色可能．一方 q ≡ 0

(mod 3)であるときに (S3, 3)-彩色可能であるので．よって q ≡ 0 (mod 4)かつ q ̸≡ 0

(mod 3)のとき，つまり (S3, 4)-彩色可能であるが (S3, 3)-彩色可能でない．

また，同様にして (S3, 4)-彩色可能ならば q ≡ 0 (mod 4)，(S3, 3)-彩色可能ならば
q ≡ 0 (mod 3)が得られるので，(S3, 4)-彩色可能であるが (S3, 3)-彩色可能でないなら
ば，q ≡ 0 (mod 4)かつ q ̸≡ 0 (mod 3)となる．

図 12: (S3, 4)-彩色がされているトーラス絡み目T (2, 4)の図式
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