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概 要
多重共役カンドル（MCQ）とは，ハンドル体結び目図式のReidemeister変
形に由来する代数系である．本稿では，MCQ Alexander pairと呼ばれる多
重共役カンドルの線形拡大に付随する写像の組を用いることで，多重共役カ
ンドルのねじれ微分を導入し，ハンドル体結び目のMCQねじれAlexander
不変量を紹介する．本研究は石井敦氏（筑波大学）との共同研究である．

1. 多重共役カンドルとMCQ Alexander pair

カンドル [5, 6]とは，空でない集合Qであって，次を満たすQ上の二項演算◁ : Q×Q → Q

を持つものである．

• 任意のa ∈ Qに対して，a ◁ a = a．

• 任意のa ∈ Qに対して，写像◁a : Q → Q;x 7→ x ◁ aは全単射．

• 任意のa, b, c ∈ Qに対して，(a ◁ b) ◁ c = (a ◁ c) ◁ (b ◁ c)．

ここで，任意のn ∈ Zに対し，(◁a)n : Q → Qを◁naと表す．
群G上の二項演算 ◁を a ◁ b := b−1abと定めると，(G, ◁)はカンドルとなる．これを

Gの共役カンドルと呼び，ConjGで表す．正整数nに対して，巡回群Z/nZをZnで表
す．Zn上の二項演算 ◁を a ◁ b := 2b − aと定めると，(Zn, ◁)はカンドルとなる．これ
を位数nの二面体カンドルと呼び，Rnで表す．
カンドルQに対して，Qの型を

typeQ := min{n ∈ Z>0 |任意のx, y ∈ Qに対して，x ◁n y = x．}

で定める．ここで，空集合∅に対してはmin ∅ := ∞と定める．任意の有限カンドルは
有限の型を持つことが知られている．
Qをカンドル，Rを環とする．このとき，次を満たす写像 f1, f2 : Q × Q → Rの組

(f1, f2)をAlexander pair [4]と呼ぶ．

• 任意のa ∈ Qに対して，f1(a, a) + f2(a, a) = 1．

• 任意のa, b ∈ Qに対して，f1(a, b)は可逆元．

• 任意のa, b, c ∈ Qに対して，

f1(a ◁ b, c)f1(a, b) = f1(a ◁ c, b ◁ c)f1(a, c),

f1(a ◁ b, c)f2(a, b) = f2(a ◁ c, b ◁ c)f1(b, c),

f2(a ◁ b, c) = f1(a ◁ c, b ◁ c)f2(a, c) + f2(a ◁ c, b ◁ c)f2(b, c).

定義 1.1 ([2]). 多重共役カンドル（MCQ）X =
⊔

λ∈ΛGλとは，群Gλ(λ ∈ Λ)の直和
であって，次を満たすX上の二項演算◁ : X ×X → Xを持つものである．
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• 任意のa, b ∈ Gλに対して，a ◁ b = b−1ab．

• 任意のx ∈ X及びa, b ∈ Gλに対して，x ◁ eλ = xかつx ◁ (ab) = (x ◁ a) ◁ b．ここ
で，eλはGλの単位元である．

• 任意のx, y, z ∈ Xに対して，(x ◁ y) ◁ z = (x ◁ z) ◁ (y ◁ z)．

• 任意の x ∈ X及び a, b ∈ Gλに対して，(ab) ◁ x = (a ◁ x)(b ◁ x)．ここで，ある
µ ∈ Λが存在して，a ◁ x, b ◁ x ∈ Gµを満たす．

X1 =
⊔

λ∈ΛGλ，X2 =
⊔

µ∈M Gµ をMCQ，f : X1 → X2 を写像とする．任意の
x, y ∈ X1に対し，f(x ◁ y) = f(x) ◁ f(y)が成り立ち，さらに任意の a, b ∈ Gλに対し，
f(ab) = f(a)f(b)が成り立つとき，fをMCQ準同型写像，またはMCQ表現と呼ぶ．
全単射なMCQ準同型写像を特にMCQ同型写像と呼び，MCQ同型写像f : X1 → X2

が存在するとき，X1とX2は同型であるといい，X1
∼= X2と表す．また，二つのMCQ

表現 ρ1 : X1 → Y, ρ2 : X2 → Y に対して，MCQ同型写像 f : X1 → X2が存在して
ρ1 = ρ2 ◦ fを満たすとき，(X1, ρ1)と (X2, ρ2)は同型であるといい，(X1, ρ1) ∼= (X2, ρ2)

と表す．
Qをカンドルとする．このとき，Z×Q =

⊔
x∈Q(Z×{x})は以下の演算によりMCQ

となる．

(a, x) ◁ (b, y) := (a, x ◁b y) (a, b ∈ Z, x, y ∈ Q),

(a, x)(b, x) := (a+ b, x) (a, b ∈ Z, x ∈ Q).

特に，typeQ < ∞のとき，ZtypeQ × Q =
⊔

x∈Q(ZtypeQ × {x}) も同様の演算により
MCQとなる．これらをQの付随MCQと呼ぶ．

定義 1.2 ([7]). X =
⊔

λ∈ΛGλ をMCQ，Rを環とする．このとき，次を満たす写像
f1, f2 : X ×X → Rの組 (f1, f2)をMCQ Alexander pairと呼ぶ．

• 任意のa, b ∈ Gλに対して，

f1(a, b) + f2(a, b) = f1(a, a
−1b).

• 任意のa, b ∈ Gλ及びx ∈ Xに対して，

f1(a, x) = f1(b, x),

f2(ab, x) = f2(a, x) + f1(b ◁ x, a
−1 ◁ x)f2(b, x).

• 任意のx ∈ X及びa, b ∈ Gλに対して，

f1(x, eλ) = 1,

f1(x, ab) = f1(x ◁ a, b)f1(x, a),

f2(x, ab) = f1(x ◁ a, b)f2(x, a).
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• 任意のx, y, z ∈ Xに対して，

f1(x ◁ y, z)f1(x, y) = f1(x ◁ z, y ◁ z)f1(x, z),

f1(x ◁ y, z)f2(x, y) = f2(x ◁ z, y ◁ z)f1(y, z),

f2(x ◁ y, z) = f1(x ◁ z, y ◁ z)f2(x, z) + f2(x ◁ z, y ◁ z)f2(y, z).

命題 1.3 ([7]). X =
⊔

λ∈ΛGλをMCQ，Rを環とする．写像f1, f2 : X ×X → Rに対し
て，それらの組 (f1, f2)がMCQ Alexander pairであることの必要十分条件は，任意の
左R-加群Mに対して，X̃(f1, f2) :=

⊔
λ∈Λ(Gλ ×M) が以下の演算によりMCQとなる

ことである．

(x, u) ◁ (y, v) := (x ◁ y, f1(x, y)u+ f2(x, y)v) ((x, u), (y, v) ∈ X̃(f1, f2)),

(a, u)(b, v) := (ab, u+ f1(a, a
−1)v) ((a, u), (b, v) ∈ Gλ ×M).

命題 1.4. 任意のMCQ表現ρ : X → Y に対して，写像f1, f2 : Y × Y → Rの組 (f1, f2)

がMCQ Alexander pairであれば，写像 f1 ◦ (ρ × ρ), f2 ◦ (ρ × ρ) : X × X → Rの組
(f1 ◦ (ρ× ρ), f2 ◦ (ρ× ρ))もMCQ Alexander pairである．

2. MCQの表示とハンドル体絡み目の基本MCQ

本章では，MCQの表示及びハンドル体絡み目の基本MCQについて復習する．詳細は
[3]を参照されたい．
集合 S 上の自由群を FGrp(S)と表す．SΛ = {Sλ |λ ∈ Λ}を互いに素な集合の集合
とし，S :=

⋃
λ∈Λ Sλとおく．任意の (a, x), (b, y) ∈

⋃
λ∈Λ FGrp(Sλ) × FGrp(S)に対して，

c ∈
⋃

λ∈Λ FGrp(Sλ)が存在して b = cac−1及び y = cxが成り立つとき，(a, x) ∼ (b, y)

と表す．このとき，∼は
⋃

λ∈Λ FGrp(Sλ) × FGrp(S)上の同値関係である．FMCQ(SΛ) :=⋃
λ∈Λ FGrp(Sλ)× FGrp(S)/∼と定める．a1, . . . , an ∈ S及び ε1, . . . , εn ∈ {±1}に対して，
語aε11 · · · aεnn が既約であるとは，各 iについて，ai = ai+1ならばεi = εi+1が成り立つこ
とである．

FGrp(S;Sλ) :=

aε11 · · · aεnn ∈ FGrp(S)

∣∣∣∣∣∣∣
n ≥ 0, ε1, . . . , εn ∈ {±1},
a1 ∈ S − Sλ, a2, . . . , an ∈ S,

aε11 · · · aεnn は既約．

 .

と定める．Λ :=
⋃

λ∈Λ({λ} × FGrp(S;Sλ))とおき，任意のx ∈ FGrp(S)に対して

FGrp(Sλ) ◁ x := {[(a, x)] ∈ FMCQ(SΛ) | a ∈ FGrp(Sλ)}

と定める．このとき，FMCQ(SΛ) =
⊔

(λ,x)∈Λ FGrp(Sλ) ◁ x は以下の演算によりMCQと
なる．

[(a, x)] ◁ [(b, y)] := [(a, xy−1by)] ([(a, x)], [(b, y)] ∈ FMCQ(SΛ)),

[(a, x)][(b, x)] := [(ab, x)] (a, b ∈ FGrp(Sλ), x ∈ FGrp(S)).

FMCQ(SΛ)を SΛ 上の自由MCQと呼ぶ．単射 ι : S → FMCQ(SΛ); a 7→ [(a, 1FGrp(S))]

により，S ⊂ FMCQ(SΛ)とみなし，[(a, 1FGrp(S))]を単に aと表す．このとき，任意の
[(a, aε11 · · · aεnn )] ∈ FMCQ(SΛ) は (· · · (a ◁ aε11 ) ◁ · · · ) ◁ aεnn と表される．

研究集会「結び目の数理Ⅲ」報告集 3



互いに素な集合の集合 SΛ = {Sλ |λ ∈ Λ} 及びR ⊂ FMCQ(SΛ) × FMCQ(SΛ)に対し
て，〈SΛ |R〉，または 〈Sλ (λ ∈ Λ) |R〉 と表されるMCQが構成できる（詳細は [3]を参
照）．任意のMCQ X に対して，X ∼= 〈SΛ |R〉のとき，〈SΛ |R〉をXの表示と呼ぶ．ま
たこのとき，SΛを生成系，Rの元を関係式と呼ぶ．⋃λ∈Λ Sλ及びRが有限のとき，表
示 〈SΛ |R〉を有限表示と呼ぶ．また，有限表示MCQについて

〈x1,1, . . . , x1,n1 ; . . . ;xl,1, . . . , xl,nl
| r1, . . . , rm〉

:= 〈{x1,1, . . . , x1,n1}, . . . , {xl,1, . . . , xl,nl
} | {r1, . . . , rm}〉.

とも表す．
次に，ハンドル体絡み目の基本MCQとそのWirtinger表示について復習する．ハン
ドル体絡み目 [1]とは，3次元球面 S3に埋め込まれたハンドル体の非交和のことであ
り，特に，連結なハンドル体絡み目のことをハンドル体結び目と呼ぶ．二つのハンドル
体絡み目H1, H2が同値（H1

∼= H2）であるとは，S3の向きを保存する自己同相写像 f

が存在して，f(H1) = H2が成り立つことである．ハンドル体絡み目のダイアグラムと
は，そのスパインである空間 3価グラフのダイアグラムのことである．ハンドル体絡
み目のダイアグラムDのY-orientationとは，Dの全ての頂点での入次数，出次数が
共に1以上になるように各辺に向きを入れることである（図1）．任意のダイアグラム
はY-orientationを持つことが知られている．
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図 1: Y-orientation．

HをY-orientationが与えられたダイアグラムDで表されるハンドル体絡み目とす
る．Dの交点の集合，頂点の集合，アークの集合をそれぞれC(D), V (D),A(D)と表
し，各 c ∈ C(D)及び τ ∈ V (D)の周辺のアーク uc, vc, wc, uτ , vτ , wτ を図 2のように定
める．

⋃
τ∈V (D){uτ , vτ , wτ}2で生成されるA(D)上の同値関係による商集合をA⊔(D)と

表し，各 c ∈ C(D)及び τ ∈ V (D)に対して，関係式 (uc ◁ vc, wc), (uτvτ , wτ )をそれぞれ
rc, rτと表す．このとき，Hの基本MCQを

MCQ(H) := 〈A⊔(D) | rc, rτ (c ∈ C(D), τ ∈ V (D))〉

で定める．このMCQ表示をDに関するMCQ(H)のWirtinger表示と呼ぶ．MCQ(H)

の同型類はHのダイアグラム及びそのY-orientationによらないことが知られている．
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図 2: 各アークの表記．

Dをハンドル体絡み目HのY-orientationが与えられたダイアグラムとし，XをMCQ

とする．DのX-彩色とは，写像C : A(D) → Xであって，各交点 c ∈ C(D)及び頂点
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τ ∈ V (D)において

C(uc) ◁ C(vc) = C(wc), C(uτ )C(vτ ) = C(wτ )

を満たすもののことである．DのX-彩色はMCQ(H)からXへのMCQ表現と同一視
することができる．ハンドル体絡み目H1, H2及びMCQ表現ρ1 : MCQ(H1) → X, ρ2 :

MCQ(H2) → Xに対して，H1
∼= H2かつ (MCQ(H1), ρ1) ∼= (MCQ(H2), ρ2)のとき，

(H1, ρ1) ∼= (H2, ρ2)と表す．

3. MCQのねじれ微分とMCQねじれAlexander不変量
SΛ = {Sλ |λ ∈ Λ}を互いに素な有限集合の有限集合とし，S :=

⋃
λ∈Λ Sλ = {x1, . . . , xn}

とおく．X = 〈SΛ | {r1, . . . , rm}〉を有限表示MCQ，FMCQ(SΛ) =
⊔

µ∈M Gµを SΛ上の
自由MCQ，pr : FMCQ(SΛ) → Xを標準射影とする．ここで，pr(x)を単にxとも表す．
f = (f1, f2)を写像f1, f2 : X ×X → Rの組からなるMCQ Alexander pairとする．
定義 3.1. 各j ∈ {1, . . . , n}に対して，xjに関するf-微分とは，写像 ∂f

∂xj
: FMCQ(SΛ) → R

であって，任意のx, y ∈ FMCQ(SΛ)，a, b ∈ Gµ及び i ∈ {1, . . . , n}に対して，
∂f
∂xj

(x ◁ y) = f1(x, y)
∂f
∂xj

(x) + f2(x, y)
∂f
∂xj

(y),

∂f
∂xj

(ab) =
∂f
∂xj

(a) + f1(a, a
−1)

∂f
∂xj

(b),

∂f
∂xj

(xi) = δij（Kroneckerのデルタ）

を満たすものである．
f -微分をMCQのねじれ微分とも呼ぶ．
環 R上の m × n行列全体の集合をM(m,n;R)と表す．R上の行列 A1, A2 が同値

（A1 ∼ A2）であるとは，それらが有限回の以下の変形により互いに移り合うことで
ある．

• (a1, . . . ,ai, . . . ,aj, . . . ,an) ↔ (a1, . . . ,ai + ajr, . . . ,aj, . . . ,an) (r ∈ R),

•



a1

...

ai

...

aj

...

an


↔



a1

...

ai + raj

...

aj

...

an


(r ∈ R), • A ↔

(
A

0

)
, • A ↔

(
A 0

0 1

)
.

Rを可換環とし，A ∈ M(m,n;R)とする．任意の d ∈ Z≥0に対して，Aの第 d基本
イデアルEd(A)を

Ed(A) :=


0 (d < n−m),

I({Aの (n− d)× (n− d)小行列式})R (n−m ≤ d < n),

R (n ≤ d)
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で定める．ここで，I(X)RはXで生成されるRのイデアルを表す．また，RがGCD整
域のとき，Aの第dAlexander多項式∆d(A)を

∆d(A) :=


0 (d < n−m),

gcd({Aの (n− d)× (n− d)小行列式}) (n−m ≤ d < n),

1 (n ≤ d)

で定める．ここで，∆d(A)は単元倍を除いて定まることに注意する．A ∼ Bのとき，
Ed(A) = Ed(B)かつ∆d(A)

.
= ∆d(B)が成り立つ．ここで， .

=は単元倍を除いて等しい
ことを表す．
MCQ表現 ρ : X → Y 及び写像 f1, f2 : Y × Y → Rの組からなるMCQ Alexander

pair f = (f1, f2)に対し，f ◦ (ρ × ρ) := (f1 ◦ (ρ × ρ), f2 ◦ (ρ × ρ)) とおく．命題 1.4よ
り，f ◦ (ρ× ρ)はMCQ Alexander pairである．また，関係式 r = (r1, r2)に対して，

∂f
∂xj

(r) :=
∂f
∂xj

(r1)−
∂f
∂xj

(r2)

と定める．
定義 3.2. Hをハンドル体絡み目，〈x | r〉 = 〈x1, . . . , xk; . . . ;xl, . . . , xn | r1, . . . , rm〉をH

のY-orientaionが与えられたダイアグラムDに関するMCQ(H)のWirtinger表示とす
る．ρ : MCQ(H) → XをMCQ表現，f = (f1, f2)を写像f1, f2 : X ×X → Rの組から
なるMCQ Alexander pairとする．このとき，(H, ρ)の（表示 〈x | r〉に関する）f-ねじ
れAlexander行列を

A(H, ρ; f1, f2) :=


∂f◦(ρ×ρ)

∂x1
(r1) · · · ∂f◦(ρ×ρ)

∂xn
(r1)

...
. . .

...
∂f◦(ρ×ρ)

∂x1
(rm) · · · ∂f◦(ρ×ρ)

∂xn
(rm)


で定める．また，fに付随する (H, ρ)の第d基本イデアルを

Ed(H, ρ; f1, f2) := Ed(A(H, ρ; f1, f2)),

fに付随する (H, ρ)の第dAlexander不変量を
∆d(H, ρ; f1, f2) := ∆d(A(H, ρ; f1, f2))

で定める．
これらを総称して，ハンドル体絡み目のMCQねじれAlexander不変量と呼ぶ．
定理 3.3. H,H ′をハンドル体絡み目，ρ : MCQ(H) → X, ρ′ : MCQ(H ′) → XをMCQ

表現，f = (f1, f2)を写像 f1, f2 : X ×X → Rの組からなるMCQ Alexander pairとす
る．このとき，(H, ρ) ∼= (H ′, ρ′)であれば，

A(H, ρ; f1, f2) ∼ A(H ′, ρ′; f1, f2)

が成り立つ．特に，Rが可換環のとき，

Ed(H, ρ; f1, f2) = Ed(H
′, ρ′; f1, f2),

RがGCD整域のとき，

∆d(H, ρ; f1, f2)
.
= ∆d(H

′, ρ′; f1, f2)

が成り立つ．
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4. 計算例
本章では，自明なハンドル体結び目及び非自明な2成分ハンドル体絡み目のMCQねじ
れAlexander不変量の計算例を紹介する．

命題 4.1. Ogを種数gの自明なハンドル体結び目とする．このとき，任意のMCQ表現
ρ : MCQ(Og) → X及び任意のMCQ Alexander pair f1, f2 : X ×X → Rに対して，

A(Og, ρ; f1, f2) ∼
(
0 · · · 0

)
∈ M(1, g;R)

が成り立つ．特に，Rが可換環のとき，

Ed(Og, ρ; f1, f2) =

{
0 (d < g),

R (g ≤ d),

RがGCD整域のとき，

∆d(Og, ρ; f1, f2) =

{
0 (d < g),

1 (g ≤ d)

が成り立つ．

Proof. A(O1, ρ; f1, f2) ∼ (0) ∈ M(1, 1;R)は簡単に確かめられる．g ≥ 2とする．Dgを
図 3で表されるOgのY-orientationが与えられたダイアグラムとすると，Dgに関する
MCQ(Og)のWirtinger表示は〈

x1, . . . , x3g−3

∣∣∣∣∣ (x1x2, x1), (x3g−3x3g−4, x3g−3),

(x3ix3i+1, x3i−1), (x3ix3i+1, x3i+2) (1 ≤ i ≤ g − 2)

〉

で与えられる．ここで，ai := (f1 ◦ (ρ× ρ))(xi, x
−1
i )とおくと，MCQ Alexander pairの

公理より，aiは可逆元であるから，

A(Og, ρ; f1, f2)

=



0 a1
0 −1 1 a3

1 a3 −1 · · · 0
−1 1 a6

1 a6 −1
...

. . .
...

−1 1 a3g−6

0 · · · 1 a3g−6 −1 0

a3g−3 0


∼ · · · ∼

(
0 · · · 0

)
∈ M(1, g;R)

が成り立つ．
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図 3: Dg：OgのY-orientationが与えられたダイアグラム．

例 4.2. HをY-orientationが与えられたダイアグラムD（図4）で表される2成分ハン
ドル体絡み目とする．このとき，Dに関するMCQ(H)のWirtinger表示は〈

x1, x2, x3;x4, x5, x6;x7

∣∣∣∣∣ (x5 ∗ x1, x6), (x1 ∗ x6, x2), (x7 ∗ x3, x7),

(x4 ∗ x7, x3), (x3x1, x2), (x6x4, x5)

〉
で与えられる．X := Z2 × R3を二面体カンドルR3の付随MCQとする．ここで，R3

を巡回群 〈t | t3〉とみなす．ρ : MCQ(H) → Xを図 4で表されるX-表現（X-彩色）と
する．ここで，図4の下線付きで表されるXの元はX-表現ρを表す．MCQ Alexander

pair f1, f2 : X ×X → Z[t±1]/(t3 − 1)を

f1((a, x), (b, y)) =

{
1 (b = 0),

−x−1y (otherwise),

f2((a, x), (b, y)) =


0 (a = 0),

−1− xy−1 (a = 1, b = 0),

1 + xy−1 (a = 1, b = 1)

で定める．このとき，

A(H, ρ; f1, f2) =



2 0 0 0 −1 −1 0

−1 −1 0 0 0 2 0

0 0 −2 0 0 0 0

0 0 −1 −1 0 0 0

1 −1 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 −1 1 0


∼

(
2 1 0 0

0 2 0 0

)

より，

∆d(H, ρ; f1, f2) =


0 (d < 2),

4 (d = 2),

1 (d > 2)

を得る．一方，種数1と種数2の2成分からなる自明なハンドル体絡み目O，及び任意
のMCQ表現ρ0 : MCQ(O) → Xに対し，

∆d(O, ρ0; f1, f2) =

{
0 (d ≤ 2),

1 (d > 2)

である．よって，定理3.3より，H ≇ Oである．
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図 4: D：HのY-orientationが与えられたダイアグラム．
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