
折り目写像の特異性に関する違いと多様体の情報の違いの関係

について

(On relations between difference on the singularity of fold maps

and that on information of the manifolds)
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本稿は研究集会「結び目の数理 III」の著者の講演内容の報告である。講演のスライド

(http://www.math.twcu.ac.jp/mathsciknot3/msk3 slides/Kitazawa.pdf)は英語であり、用語も英語であっ

たが、講演で英語で説明したものについて適宜触れながら、日本語で執筆させて頂く。本稿は、かなり、第 17

回数学総合若手研究集会

(https://www.math.sci.hokudai.ac.jp/ wakate/mcyr/2021/ja/index.html) の予稿として提出中で発表予定

の [18] を基にしておりオーバーラップする記述も大変多いと思われる。なお、著者の至らなさからの誤りや記

述をよくできる部分は多くあるかもしれず、その場合には教えて頂ければ幸いである。

1 導入。

(k を 2 以上の整数として Ck 級の)多様体上に必ずたくさんある良い Ck 級関数である Morse 関数につい

て、特異点、つまり微分が退化するような定義域多様体の点から、多様体のホモロジー群やいくらかのホモト

ピー的性質が分かるというのは古典的な Morse 理論としてよく知られている。では値域の次元を上げるとど

うなるか？すると、落ちてしまう情報がいくらか減りより深い情報が分かることがある。例えば、 Reeb の定

理が示すように、球面は大体特異点を丁度 2 個有する Morse 関数を許容する閉多様体として位相的に特徴づ

けられるが、高次元版といえるものを考えると、可微分構造に関する制限が出てくることがある。この関数を

自然に一般化したクラスの写像は、 special generic 写像とよばれる。このクラスや、 Morse 関数の自然な高

次元化である折り目写像の自然なクラスを考えると多様体の位相や可微分構造がしばしば制限を受けることが

ある。これにより写像の特異性の違いと多様体の違いの間に関係性が出てくる。なお、折り目写像やそれに特

異点の理論の意味で近いような可微分写像について、特異点の集合や特異値つまり逆像が特異点を含むような

点の集合は、基本的に定義域多様体や値域 (の空間)の部分多様体や値域にはめ込まれた多様体となるが、その

あたりに「結び目」との関連性がある (しまだあるはずである)。関連して、具体的なところで、低次元の幾何

学には、既にいくらか主に平面への折り目写像やより一般の良い可微分写像 (いわゆる ジェネリックな写像や

安定写像)を絡めた研究がある。そして今回、著者にとっては大変うれしいこと、この折り目写像やいわゆる

より一般のジェネリックな写像や安定写像 (やそれらに近いもの) を主に 3 次元閉多様体やその中の結び目や

4 次元の閉多様体の位相や可微分構造の理解へと応用しているものと考えられる話が多かった。話を戻し、著

者は述べた写像の特異性の違いと多様体の違いの間の関係について、新たに具体例を見つけたり、最近では一
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般的な捉え方を検討している。既にいくつかこの毎年恒例の結び目に関わるトポロジー幾何学数学に関する研

究集会で発表させて頂いた内容、新たな内容について、講演ではいくつか紹介させて頂いた。本稿では、講演

に関連する話を、講演の流れを尊重しながら、講演では触れなかった部分等も含め説明する。

2 可微分写像と特異点と折り目写像。

多様体やその間の写像は特に指示のない限り滑らかつまり C∞ 級とする。多様体の間の写像は、言い

換えれば、任意の点でいくらでも微分できるものである。多様体間の写像 f : M → N について微分

dfp : TpM → Tf(p)N の階数が min{dimM, dimN} より低いような点 p ∈ M を f の特異点とよぶ。f の特

異点全体の集合を f の特異点集合と呼び S(f) と表記する。f(S(f)) を f の特異値集合、値域におけるその

補空間を f の正則値集合と呼ぶ。特異値集合、正則値集合上の点をそれぞれ f の 特異値、正則値と呼ぶ。今

後 m ≥ n ≥ 1 を整数とし M を連結な m 次元コンパクト多様体、f : M → Rn を滑らかな写像とする。早

速、 Morse 関数、折り目写像を導入する。

Definition 1. 前の写像 f で n = 1 とする。特異点が境界上になく、各特異点 p のまわりで、適切な座標と

ある整数 0 ≤ i(p) ≤ m があり (x1, · · ·xn) 7→ Σ
m−i(p)
j=n xj

2 − Σm
j=m−i(p)+1xj

2 + f(p) という形で表せるとき、

f は Morse 関数であるという。

Definition 2. 前の写像 f で、多様体 M は閉多様体で、各特異点 p のまわりで、適切な座標とある整数

0 ≤ i(p) ≤ m−n+1
2 があり (x1, · · ·xn) 7→ (x1, · · · , xn−1,Σ

m−i(p)
j=n xj

2 − Σm
j=m−i(p)+1xj

2) という形で表せる

とき、 f は折り目写像 (fold map)であるという。

折り目写像で n = 1 の場合が、他ならぬ閉多様体上の Morse 関数の場合である。

Proposition 1. Definition 1 で、各特異点において特異値の周辺でもとの値域の実数全体の空間における大

小で定まる順序を保つように座標がとれる。それで考えた場合 i(p) は一意。さらに特異点は離散的に現れる。

そして、Definition 2 で、 i(p) は一意で、決まった指数の特異点全体の集合は n − 1 次元の境界のない閉部

分多様体でそこへ制限するとはめ込みになる。

これら一意に定まる i(p) を p の指数とよぶ。図 1 で、簡単な Morse 関数の例として、 Rm+1 の中の m 次

元単位球面の高さを考えて得られる関数と 2 次元トーラスの 3 次元空間にある自然なやり方で埋め込み高さ

を考え得られる関数を図示する。図 2 で折り目写像の例として、単位球面の射影と平面への S2 × Sm−2 上の

折り目写像の (特異値集合の) 像を正則値の逆像の多様体とともに示した。後者はいずれも後ほど重要な例と

して触れられる。Morse 関数について、詳細は例えば [21]、[22]、[30] 等を参照のこと。折り目写像について

は、 いわゆる一般的な可微分写像の特異点の理論に関する有名な教科書である [7] や、具体的な折り目写像

と定義域多様体の位相や可微分構造の関係に関する研究が推進されだしたといえる 1990 年代の、初期の論文

[25] 等を参照のこと。

3 Morse 関数折り目写像と多様体の位相。

Fact 1. 各特異点で値の異なる Morse 関数は、任意のコンパクト可微分多様体についてその上の可微分関数

の空間に (Whitney 位相が入っているという状況のもと)稠密に存在する。

Whitney 位相については詳しくは [7] 等を参照のこと。

Fact 2 (Reeb の定理 ([24])。). 4 次元でない閉多様体が特異点を丁度 2 個有する Morse 関数を許容するの

は、それが球面に同相であるときかつその時に限る。4 次元の時は”球面に同相”が”単位球面に微分同相”と
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↑ ↑
図 1 簡単な Morse 関数 (数字は Defini-

tion 1 で定義した特異点の指数)。

↓

図 2 簡単な折り目写像 (後者の 0 と 1 は

Definition 2 で定義した折り目写像の特異

点の指数)。

なる。

Fact 3. 閉多様体の j 次の整係数ホモロジー群の階数は、 Morse 関数の値域の順序も考慮した場合の指数 j

の特異点の個数で上から評価できる。 また単連結で整係数ホモロジー群が自由なものなどある程度単純なも

のは、これら特異点の個数が整係数ホモロジー群の階数と一致するようにできる。

例えば図 1 の例を確認してみるとよい (円周やトーラスは単連結ではないが後半の良い性質は成立する)。

値域が一般次元のユークリッド空間の場合の折り目写像の存在について少しだけ触れる。次元が 2 以上の閉

多様体が平面への折り目写像を許容するための必要十分条件は、オイラー数が偶数であることである ([31] や

[35] 等)。一般的な研究としては [5]、 [6] 等が有名である。

4 Special generic 写像と同心円形折り目写像。

今後多様体をファイバーとする束や多様体の (境界)連結和が出てくることが多くなるが、これらもすべて滑

らかなカテゴリーで考える。

4.1 Special generic 写像と多様体の位相や可微分構造。

Definition 3. 特異点の指数が常に 0 であるような折り目写像を special generic 写像と呼ぶ。

Reeb の定理の Morse 関数や単位球面の射影を自然に含むクラスとなる。

Fact 4 ([2]、 [26]、[27]、[36]。). 次元が 2 以上の球面と同相な可微分多様体で 4 次元でないもの、または

4 次元の単位球面は、平面への special generic 写像を有する。さらに特異点集合に制限すると円周の埋め込

みとなり像が 2 次元の球体となるようなものとできる。次元が 4 以上の単位球面と同相だが微分同相でない

多様体は、自身より k = 1, 2, 3 次元低いユークリッド空間への special generic 写像を許容しない。また 7 次

元の向きの入った、球面と同相な可微分多様体は、向きを保つ微分同相写像の存在を法として 28 種類あるが、

そのうち 14 種類のものは R3 への special generic 写像を許容しない。

7 次元の球面の可微分構造については、有名な [20] 続く [4] さらには [30] にも関連解説がある。

Example 1. 整数 m > n ≥ 2、l > 0、l 個の整数 1 ≤ kj ≤ n − 1 (1 ≤ j ≤ l ) が与えられているとする。

単位球面と微分同相な球面の直積 Skj × Sm−kj l 個の連結和で得られる多様体は、単位球面 Skj と単位球体
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のカラー近傍の像。

正則値集合で各点

の逆像は

次元の標準球面。

図 3 Proposition 2 の special generic 写像の像と逆像他 (f̄ が埋め込みであるようなものを考えている)。

Dn−kj の直積 l 個の境界連結和で得られる多様体と微分同相な多様体を像とする、特異点集合に制限すると

埋め込みで、特異値集合が写像の像の境界であるような、 Rn への special generic 写像を許容する。

一般に次が成り立つ。

Proposition 2 ([26]). 1. m > n ≥ 1 とし、 f : M → Rn を special generic 写像とする。このとき f

はある n 次元コンパクト多様体 Wf への全射 qf : M → Wf で qf (S(f)) = ∂Wf を満たすものとは

め込み f̄ : Wf → Rn の合成となる。

2. m > n ≥ 1 とする。n 次元コンパクト連結多様体 WN とはめ込み f̄N : WN → Rn があるとする。こ

のとき m 次元閉連結多様体 M と special generic 写像 f : M → Rn で前述のように WN への全射

qf,N : M → WN で qf,N (S(f)) = ∂WN と f = f̄N ◦ qf,N、そして次を満たすようなものが得られる。
（a）qf,N を ∂WN の適当な小さなカラー近傍の逆像へ制限したものと境界への自然な射影の合成は、

自明な線形束を与える。

（b）qf,N を前述のカラー近傍の内部の補空間の逆像に制限したものは、自明な、ファイバーが Sm−n

であるような束を与える。

図 3 で Proposition 2 の写像の像や逆像や構造を示しておく。

Fact 5. 1. ([25]。) 円周上の、special generic 関数を許容するような多様体をファイバーとする束の全空

間の連結和として得られる多様体は、平面への special generic 写像を許容する多様体として特徴づけ

られる。

2. ([28]、[29]。) 4 次元の同相な閉連結多様体の組で次を満たすものがある。

（a）二つの多様体は R3 への折り目写像を許容する。

（b）二つの多様体の丁度一個が R3 への special generic 写像を許容する。

Fact 4 と 5 は、値域の次元が一般の場合 special generic 写像が、多様体の位相や可微分構造に強い制限を

与えることを具体的に示す。

4.2 同心円形折り目写像。

ユークリッド空間 Rk 上の点 p について ||p|| で原点からの距離を表す (標準的な距離を考える)。

Definition 4 ([9]、[10]。). 折り目写像 f : M → Rn が次のいずれかを満たすとき、同心円形(round)である

という。

1. n = 1 で、 f |S(f) は埋め込みで f の正則値 a と微分同相写像の組 (Φ : f−1((−∞, a]) →
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この区間の

逆像へ制限

して得られ

る Morse 関

数。

一番内側にある特異値集合の

連結成分。

図 4 大域的に自明なモノドロミーを持つ

同心円形折り目写像の (特異値集合の)像、

正則値集合のうち一番内側の連結成分の中

の n 次元の標準閉球体の内部と逆像を値

域から取り除いたところでの写像の構造 :

Morse 関数と n − 1 次元の標準的な球面

上の恒等写像の直積とみなせる。なお内部

を除くためにとった閉球体の境界は青い点

で描かれた円周で示されている。

この線分の逆像へ制限して得られる

Morse 関数。

図 5 特異値集合の連結成分ごとに自明な

モノドロミーを持つ同心円形折り目写像

の (特異値集合の) 像、任意の特異値集合

の連結成分 C の閉管状近傍の逆像上にも

との写像を制限して得られる写像の構造 :

Morse 関数と n − 1 次元の標準的な球面

上の恒等写像の直積とみなせる。閉管状近

傍は二個の青い点で描かれた円周で囲まれ

た部分。

f−1([a,+∞)), ϕ : (−∞, a] → [a,+∞)) で f |f−1([a,+∞)) ◦ Φ = ϕ ◦ f |f−1((−∞,a]) を満たすものがと

れる。

2. n ≥ 2 で、 f |S(f) は埋め込みで正の整数 l と微分同相写像 ϕ : Rn → Rn があり (ϕ ◦ f)(S(f)) = {x ∈
Rn | ||x|| ∈ N, 1 ≤ ||x|| ≤ l} とできる。

Definition 5. 同心円形折り目写像 f : M → Rn を考える。

1. n = 1 であるか、n ≥ 2 で Definition 4 において {x ∈ Rn | ||x|| ≥ 1
2} の ϕ ◦ f による逆像への

ϕ ◦ f の制限と x 7→ 1
||x||x で与えられる写像の合成で定まる写像が自明な束を与えるとき、 f は

大域的に自明なモノドロミーを持つという。

2. n = 1 であるか、 n ≥ 2 で Definition 4 において {x ∈ Rn | j − 1
2 ≤ ||x|| ≤ j + 1

2} の ϕ ◦ f による逆
像への ϕ ◦ f の制限と x 7→ 1

||x||x で与えられる写像の合成で定まる写像が各整数 1 ≤ j ≤ l において自

明な束を与えるとき、 f は特異値集合の連結成分ごとに自明なモノドロミーを持つという。

図 4 と 5 で Definition 5 の写像の像や構造を説明した (実は関数と球面上の恒等写像の直積になるという

部分はより強い条件である : 深入りすると大変難しい部分であり今回の内容では ”関数と球面上の恒等写像

の直積になる” という表現で自明性を扱って問題ない)。

同心円形折り目写像の具体的な構成に挑み以下を得てきた。これらは過去にこの「結び目の数学 (理)」含め

多くの研究集会等でも発表している。

Theorem 1 ([8]、[9]、[11]。). m > n ≥ 1 とし、 Σ を m− n 次元の特異点を丁度 2 個有する Morse 関数

を許容する球面とする。 m 次元閉連結多様体 M について次は同値。

1. M は Sn 上の Σ をファイバーとする束の全空間。

2. M は n = 1 で特異点が丁度 4 個有するか n ≥ 2 で特異点集合の連結成分が 2 個であるような大域的

に自明なモノドロミーを持つ同心円形折り目写像 f : M → Rn で、Definition 4 における ϕ ◦ f によ
る正則値 a (n = 1 の場合) か 0 (n ≥ 2 の場合) の逆像が Σ ⊔ Σ と微分同相であるようなものを許容
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単位球面。 全種類。種類含

単位球

面。

図 6 Corollary 1 の折り目写像の (特異値集合の)像と正則値の逆像 (下は定義域に現れ得る 7 次元球面の種類を表す)。

する。

これは、図 2 の後者の平面への折り目写像を含むクラスで、基本的な多様体の族を特徴づけている Theorem

といえる。

Theorem 2 ([8]、[9]。). m > n とし、 m 次元閉連結多様体 M を Sm−n をファイバーとする Sn 上の束

の全空間の連結和として得られる多様体とする。M は特異値集合の連結成分ごとに自明なモノドロミーを持

つ同心円形折り目写像 f : M → Rn で次を満たすものを許容する。

1. n = 1 で特異点を丁度 2(l + 1) 個有するか n ≥ 2 で特異点集合の連結成分が l + 1 個。また特異点の

指数は 0 か 1。

2. 正則値の逆像が単位球面と微分同相な多様体の非交和で、Definition 4 における ϕ ◦ f による正則値 a

(n = 1 の場合) か 0 (n ≥ 2 の場合)の逆像の連結成分数が l + 1 個。

そして m ≥ 2n ならばこの Theorem は逆も成立する。

Corollary 1 ([9]。). 7 次元の球面と同相な多様体は R4 への、Theorem 2 の条件を満たすような写像を許

容する。特に特異点集合の連結成分数を 1 個のものを許容するのは、単位球面と微分同相なもののみで、 2 個

のものを許容するのは (向きを保つ微分同相写像を法として考えた場合)単位球面を含む 16 種類のもののみで

ある。そして全ての 7 次元の球面と同相な多様体は、 R4 への特異点集合の連結成分数が l ≥ 3 個のものを許

容する。

この Corollary は、 special generic 写像の Fact 4 や 5 にあたるようなものを新たな折り目写像のクラス

で発見したことを意味する。この Corollary に出てくる写像を図 6 で示す。

5 高次元閉単連結多様体の上の折り目写像。

一般に具体的な多様体に具体的な可微分写像を構成するのは存在を知ることと違った難しさがあり、また簡

単な多様体上の構成でも難しい中、今回いくらか構成に成功してきていることを説明してきている。一般の高

次元特に次元が 7 以上の閉単連結多様体を具体的に折り目写像の構成を通して得られるかという問題について

考えたい。
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Remark 1. [1] によれば 5 次元の閉単連結位相多様体は完全に可微分構造まで込めて分類されている。[23]が

これらに対しユークリッド空間への special generic 写像の存在非存在を完全に決定している (Theorem 5 と

6 に関連)。6 次元の場合も重要で分類に関してはやや複雑だが [32] 等ある程度知られた結果はあり、続きと

いうべき結果は出せそうである。が、 6 次元には 5 や 7 次元にはない難しさもある。

さて、高次元の閉単連結多様体は、ホモトピー論、[33] で解説されている手術理論など高度な代数的抽象的

な道具を介しある意味完全な分類がなされている。また 7 次元に関しては、最近でもいわゆるコボルディズ

ム理論等代数トポロジーを具体的に駆使して [3] や [19] や [34] 等で進められている。一方これらをより幾何

的構成的に理解することは大変難しい。このような状況で、講演者はさらに進んで具体的に折り目写像を構成

し、多様体の無限族もいくつか得たので紹介する。

Theorem 3 ([12]、[13]。). a、b、c を非負整数として、A := Za、B := Zb、C := Zc とし {ai,j}aj=1 を

b 個の長さ a の整数列とする (1 ≤ i ≤ b は 整数)。{hi,j} を (i, j) 成分が整数 hi,j で対角成分が 0 である

b 次正方行列とする。さらに p ∈ B ⊕ C とする。このとき 7 次元閉単連結スピン多様体 M と折り目写像

f : M → R4 があり次を満たす。

1. コホモロジー群は最後の群と適切に同一視して H2(M ;Z) ∼= H2(M ;Z) ∼= A ⊕ B, H4(M ;Z) ∼=
H4(M ;Z) ∼= B ⊕ C という同型がある。そして以下が成立する。

（a）A ⊕ {0} ⊂ H2(M ;Z) の元同士の積は 0。適切な A ⊕ {0} ⊂ H2(M ;Z) の基底 {(aj∗, 0)}aj=1 と

{0} ⊕B ⊂ H2(M ;Z) の基底 {(0, bj∗)}bj=1 があり、 (aj1
∗, 0) と (0, bj2

∗) の積は (aj2,j1bj2
∗, 0) ∈

B ⊕ {0} ⊂ H4(M ;Z) で (0, bj1
∗) と (0, bj2

∗) の積は (hj1,j2bj2
∗ + hj2,j1bj1

∗, 0) ∈ B ⊕ {0} と
なる。

（b）M の 1 次の Pontryagin 類は 4p ∈ H4(M ;Z)。
2. f の特異点の指数は 0 か 1 で、正則値の逆像は S3 3 個以下の非交和。特に h が零行列の時、 f の特

異点集合への制限は埋め込みで、正則値の逆像は S3 2 個以下の非交和になるようにできる。さらに h

が零行列ではない時には、この零行列の場合に得られるものと同相になりえない 7 次元の多様体が得ら

れる。

定義域値域の次元対やコホモロジー群の次元が一般の場合も、適切な状況で同様の定理ができる。

Theorem 4 ([14]。). 1. 整係数コホモロジー環が CP 2 × S3 のそれと同型。

2. R4 への大域的に自明なモノドロミーを持つような同心円形折り目写像を許容する。

という性質を満たす、 7 次元閉単連結スピン多様体の可算無限族 {Mj} で、 j1 ̸= j2 であれば Mj1 と Mj2

は同相でないようなものがある。さらに Theorem 1–3 ではこれらの多様体と同相なものは定義域になり得

ない。

より詳しく、Theorem 4 で、同心円形折り目写像は具体的に構成されるが、図 7 のようになる。実は、プ

レプリント [34] が正しければ、{Mj} は、 7 次元閉単連結スピン多様体で整係数コホモロジー環が CP 2 × S3

のそれと同型なものすべてを (微分同相写像の存在を法として)含むようにできる (ただし同時に構成される同

心円形折り目写像はほんの少し複雑になりうる)。

最後に、 special generic 写像を許容する値域のユークリッド空間について知られた結果、最近得た、多様体

の違いと special generic 写像を許容するユークリッド空間の次元の違いが強く関係していることを示唆する

具体的な結果を紹介する。

Theorem 5 ([25]、[23] 他。). 4 または 5 次元の閉単連結多様体は、 S2 上の標準球面をファイバーとする

滑らかな束の全空間の連結和として表される時、かつその時に限り、 R3 への special generic 写像を許容す
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図 7 Theorem 4 の同心円形折り目写像の特異値集合の像と正則値の逆像 (値域は 4 次元)。

る。5 次元の場合は値域を R4 に変えても同様の主張が成り立つ。

Theorem 6 ([23]。). 次元が 5 以上の閉単連結多様体は、 2 次の整係数ホモロジー群が自由でないとき、次

元が 4 以下のユークリッド空間への special generic 写像を許容しない。

Theorem 7 ([16]、[17]。). l > 0 を正の整数、{Gj}9j=0 を長さ 10 の有限生成可換群の列で以下を満たすも

のとする。

1. Gj = G9−j が 0 ≤ j ≤ 9 で成立。

2. G0 = Z で G1 = {0}。
3. G2 のねじれ部分群は位数 2 の可換群 2l 個の直和と同型。

4. Gj は j ̸= 2, 6 で自由。G4 と G5 の階数は 2l 以上。

このとき 9 次元の閉単連結多様体の組 (M1,M2) で次を満たすものがある。

1. 整係数ホモロジー群について i = 1, 2、 0 ≤ j ≤ 9 で Hj(Mi;Z) は Gj と同型。

2. 有理係数コホモロジー環は互いに同型。

3. いずれの多様体についても 0 次以外の Stiefel-Whitney 類と Pontryagin 類は零である。

4. M1 は次元 n ≥ 4 のユークリッド空間 Rn への special generic 写像を許容しないが R5 へはする。さ

らにその写像の特異点集合への制限は埋め込みにできる。

5. M2 は次元 n ≥ 5 のユークリッド空間 Rn への special generic 写像を許容しないが R6 へはする。

関連して、この結果につながる [15] 等も参考にされると良い。

6 今後のための問題。

Problem 1. 写像の特異性の違いと多様体の違いの間の関係について、うまく説明している具体例を新たに

発見せよ。またこういった現象の一般的な良い捉え方を探れ。

Problem 2. より広いクラスの (高次元閉単連結)多様体を、具体的に低次元空間への折り目写像より一般の

良い可微分写像を構成して得られるか？ほぼ同じこと、一般に、強力な、折り目写像やより広いクラスの良い

可微分写像そして (定義域)多様体の構成方法を見つけ出せるか？
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