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本稿の文責は伊藤昇にある*1．それにより，この文面全体として共同研究者の伊藤の

視点から吉田純氏との共同研究に言及する立場をとることにする．また本稿は結び目の

数理ぉぉぉの報告集原稿でもあり，まずはじめに運営にあたられた東京女子大学の大山淑之先
生，新國亮先生，スタッフの皆様に感謝申し上げたい．

表題の研究内容詳細はせぉぴは ちのつ すはびとどつち〬 〲〰〲〰ちそにあり，ここでは講演で行った発見的
な方法の雰囲気を保ちながら記述は入門的なレベルに終始したい．以下，本題に入る．

最初の出発点として以下の問いが考えられる．

問 〱. かとはぶちのはぶ とはねはぬはでべにおける「交差交換」とは何か？

次の列は低次元トポロジストとしては最初に考えるものである．

= saddle−−−−→ R2
I−−→ saddle−−−−→ = . 〨〱〩

これは確かに交差交換を実現し，しかもおはのづびスケイン関係式を誘導する*2．

Kh
( )

→ Kh
( )

. 〨〲〩

しかしながら，これはぢどつでひづづ (0, 0)射を導かない．さらにいうと，よく知られてい
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*1 吉田純氏の図のソースをたくさん使わせていただいた．
*2 [Hedden and Watson, 2018]．
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る*3かとはぶちのはぶ とはねはぬはでべの長完全列

· · · → Kh

( )
α∗→ Kh

( )
β∗→ Kh

( )
→ . . .

を導くっとちどの ねはひばとどびね α〬 βをどのように組み合わせても，ぢどつづでひづづ (0, 0)の種数〱射は得
られない．そこで上記問〱をより精密にしてみる．

問 〲. ざちびびどぬどづぶ理論に見られるおはのづび多項式の変数の次数を動かさない交差交換
はかとはぶちのはぶ とはねはぬはでべ上どのように実現がなされるのか？

今回の答えは次の通りである：

Φ := − .

この射がどうして出てくるのか，一つの考え方を説明する．

まず，かとはぶちのはぶ とはねはぬはでべというものは，カウフマンブラケットのっちぴづではひど〜っちぴどはのに
なっており，各交点を２種類のびねははぴとどのでした図式のねちばばどので っはのづとして記述されてい
る．言い換えればブラケット多項式のスケイン関係式における引き算〈 〉

=
〈 〉

− q
〈 〉

〨〳〩

をっちぴづではひどてべしたものとして記述されるせかとはぶちのはぶ〬 〲〰〰〰そ．
ここでざちびびどぬどづぶ不変量の〲重点は，ざちびびどぬどづぶ びにづどの ひづぬちぴどはの

v

( )
= v

( )
− v

( )
〨〴〩

により定義されるので，（交点と同様に）２重点に関してもねちばばどので っはのづによって構成さ
れるのではないだろうか．例えば次の命題（がづねねち 〱）を満たす射Φがあるのではないだ
ろうか．

*3 明示的には[Viro, 2004]で与えられ，implicitには[Khovanov, 2000]に現れる．

〲

研究集会「結び目の数理Ⅲ」報告集 141



Lemma 1. The following is a 0〭びづぱふづのっづ; i.e. the compositions of adjacent two
morphisms vanish:〈〈 〉〉

δ−→

〈〈 〉〉
Φ−→

〈〈 〉〉
δ−→

〈〈 〉〉
.

上記の方針で話を進めよう．ここで現れる δ について考えてみる．〲次元ごけうご，ま
たは(1 + 1)〭次元ごけうごとも呼ばれるものは Cob2 から Modk への関手である（これ
をZとする）．かとはぶちのはぶが，これを用いてかとはぶちのはぶ とはねはぬはでべを与えたことは今では有
名事実となっているせかとはぶちのはぶ〬 〲〰〰〰そ．ここでカウフマンステイトに現れる円周 S1 に

対して Z(S1) = A なる代数 A はっはねねふぴちぴどぶづ うひはぢづのどふび 代数である（っはねねふぴちぴどぶづ
うひはぢづのどふび代数と 2 次元ごけうごは１対１に対応する）．そのため，演算は積 m，余積 ∆〬
ふのどぴ〬 っはふのどぴを考えることになる．今注目している（がづねねち 〱に現れる）δ はごけうごでは
Cob2 から見れば びふつつぬづ に対応する：

: → .

この中で特にかとはぶちのはぶ とはねはぬはでべに限って Modk 側から眺めると次の形に見える（左
列が余積，右列が積）：

x

x

x

x

1

1

1 1

1 1 1

1

1

x

x

x

x

x

xx .

Φδ もしくは δΦ は びふつつぬづ を〳つ続ければよい．ここで本質的に問題が露出するケース
（ど〮づ〮〬 F2であることを活かしていたパートの一つ せぉぴは ちのつ すはびとどつち〬 〲〰〲〰ぢそ）

m∆m(1⊗ 1) = 2x

〳
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を分析すると２通りの意味合いが考えられる．

すなわち先に適用する ぴぷは びふつつぬづび は

∆m(1⊗ 1) = 1⊗ x+ x⊗ 1

とみなしたり，別の意味合いで

(m⊗ 1)(∆⊗ 1)(1⊗ 1) = (m⊗ 1)(1⊗ x+ x⊗ 1)⊗ 1
= 2x⊗ 1

とみなされたりすることに気づく．

以上の考察からなる射（∆m − (m ⊗ 1)(∆ ⊗ 1)）を眺めると見方によっては人工的に
感じるかもしれないが，そうではない．実際は，

(∆m− (m⊗ 1)(∆⊗ 1))(1⊗ 1) = 1⊗ x− x⊗ 1

における

1⊗ 1 7→ 1⊗ x− x⊗ 1

という対応はかとはぶちのはぶ とはねはぬはでべの（ばはびどぴどぶづ っひはびびどのでを生成する方の）〜ひびぴ げづどつづ〭
ねづどびぴづひ ねはぶづ における不変性を証明する際に現れる 〨せざどひは〬 〲〰〰〴そ〬 一般のごけうごに対し
てはせぉぴは〬 〲〰〲〰そ〨〺博士論文〨〲〰〱〰〩の付録〩〩〮
このぴぷは びふつつぬづび ∆m− (m⊗ 1)(∆⊗ 1) をっはぢはひつどびねとして書くと次を得る：

− . 〨〵〩

これがぢどつづでひづづ (0, 0) を保つ Φ である．この Φ の発見は次の結果を導く：

Theorem 1 〨せぉぴは ちのつ すはびとどつち〬 〲〰〲〰ちそ〩. There is a non-trivial map

Φ̂ : Kh
( )

→ Kh
( )

of ぢどつづでひづづ (0, 0). Furthermore, it is どのぶちひどちのぴ under ねはぶづび ぷどぴと ひづびばづっぴ ぴは つはふぢぬづ
ばはどのぴび:

RIV←−→ ,
R′IV←−→ ,

RV←→ .

〴
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上記のかとはぶちのはぶの考察したごけうご Z 〨= Z0,0〩は２パラメータ (h, t) 付きごけうご Zh,t

に一般化されせかとはぶちのはぶ〬 〲〰〰〶そ，その意味で長完全列が得られる．

Corollary 1 〨せぉぴは ちのつ すはびとどつち〬 〲〰〲〰ちそ〬 ぃちぴづではひど〜づつ ざちびびどぬどづぶ びにづどの ひづぬちぴどはの〩. For
every h, t ∈ k, there is a ぬはので づへちっぴ びづぱふづのっづ

· · · HiZh,t

[[ ]]
HiZh,t

[[ ]]
HiZh,t

[[ ]]

Hi+1Zh,t

[[ ]]
Hi+1Zh,t

[[ ]]
Hi+1Zh,t

[[ ]]
· · ·

Φ̂

Φ̂

この長完全列のオイラー数をとるとぴとづ ざちびびどぬどづぶ びにづどの ひづぬちぴどはの〺

χ

(
H∗Zh,t

[[ ]])
− χ

(
H∗Zh,t

[[ ]])
+ χ

(
H∗Zh,t

[[ ]])
= 0

が得られる．このため，コホモロジー H はざちびびどぬどづぶ びにづどの ひづぬちぴどはののっちぴづではひど〜っちぴどはのを
与えている，ということになる．

Theorem 2 〨せぉぴは ちのつ すはびとどつち〬 〲〰〲〰ちそ〩. For every びどのでふぬちひ ぴちのでぬづ つどちでひちね D, there
exists a complex [[D]] in Cob`2(∂0D, ∂1D) having an isomorphism[[ ]]

∼= Cone
([[ ]]

Φ̂−→
[[ ]])

;

[[D]] is どのぶちひどちのぴ under the moves of singular tangle diagrams.

Remark 〱. 特に びぬ〨〲〩 とはねはぬはでどづび のびどのでふぬちひ ぬどのに への拡張を与えている〮 例えば， Kh
〨ぷどぴと ちひぢどぴひちひべ っはづ〛〮〬 h = t = 0〩〬 Lee 〨Q〬 h = 0, t = 1〩〬 BN 〨Z/2〬 t = 0〩〬 づぴっ〮

S1 のづねぢづつつどので びばちっづを取り扱うざちびびどぬどづぶ理論という観点からは次の結果が基本的に
なることが予測される．

Theorem 3 〨せぉぴは ちのつ すはびとどつち〬 〲〰〲〰ちそ〬 ぃちぴづではひど〜づつ うぉ ひづぬちぴどはの〩. If a singular tangle
diagram D contains a local tangle of the form

,

then [[D]] is っはのぴひちっぴどぢぬづ; i.e. the identity is null-homotopic.

〵
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ひょっとすると，どうしてこれが重要なのかということに一瞬首を傾げてしまうかもし

れない．だが，その〢一瞬の違和感〢は圏論化された場合のうぉ関係式とそうでない場合の印
象の差だと考えられる．より具体的には 〜ひびぴ げづどつづねづどびぴづひ ねはぶづびに現れる〢捻り〢の意味
を見直すとはっきりする．次の表を見ていただきたい*4：

交差交換タイプ 圏論化の対象 対応する射 古典論での現れ方

〨っはぢはひつどびね〩 の例

〨〱〩 おはのづび びにづどの ひづぬちぴどはの 射〨〲〩 てひちねどのでの補正
〨〵〩 ざちびびどぬどづぶ びにづどの ひづぬちぴどはの Φ̂ カスプ周りの

〨ごとづはひづね 〱〩 ねはのはつひはねべの記述

いうまでもなく表の１段目はかとはぶちのはぶ とはねはぬはでべ Kh?,∗ の ぢどつづでひづづが変化する交差交
換の っはぢはひつどびね （おはのづび びにづどの ひづぬちぴどはの 由来の従来の方法），表の２段目はぢどつづでひづづを変
化させない交差交換の っはぢはひつどびね （今回の私たちの方法）に対応する．表の２行目，我
々の構成に関する非自明なねはのはつひはねべについて説明しよう．下記の図はカスプ Σ2 の周

りを１周する非自明なばちぴと 〨ねはのはつひはねべ〩を現し，Σ1を通過するばちぴと 〨ぢ〩 は〢壁越え〢を
表す．

Σ1 Σ2

〨ち〩

〨ぢ〩

このねはのはつひはねべの〢圏論化〢は特異点の周りの２通りのばちぴとは次の図式が可換であるこ
とに対応する． [[ ]]

[[ ]] [[ ]]R−I R+
I

Φ̂

.

終わりに専門家が興味があるであろうことを付記しておく．例えば共著論

*4 射(2)は[Hedden and Watson, 2018]，射Φ̂は[Ito and Yoshida, 2020a]による（但しF2の場合の初出

は[Ito and Yoshida, 2020b]）．

〶
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文せぉぴは ちのつ すはびとどつち〬 〲〰〲〰ちそでは〲重点が１つ入ったびどのでふぬづひ ぬどのにの計算例があるが，その
後このような計算は吉田純氏の単著せすはびとどつち〬 〲〰〲〰そによってびぴちぴづ〬 っはねばぬづへのレベルから
理論的にすっきりした計算で行われることがわかり，この〢っちぴづではひど〜づつ〢 〜ひびぴ つづひどぶちぴどぶづ
の議論は新たな微分理論として展開されつつある．特にっちぴづではひど〜づつ うぉ〭ひづぬちぴどはのは一般
ののふでちぴはひべ っひはびびどのでへと拡張されたせすはびとどつち〬 〲〰〲〰そ．

ざちびびどぬどづぶ理論によりかとはぶちのはぶ 理論は本質的に新しい視点から急速に見直されようとし
ており，魅力的であることは間違いない．ただ，この急成長は理論として基礎的なレベル

から始まっているため，発展の度合いを現段階で予測するのは筆者にとっても困難な状況

である．
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