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概要

Khovanov homology was developed by Khovanov in 2000 as a categorification
of the Jones polynomial. In a recent paper, the speaker found a brand-new
method for the computation of Khovanov homology based on a categorified
analogue of Vassiliev skein relation, which was constructed in a joint work
with N. Ito. In this talk, we will see how it works in computation of Khovanov
homologies of some pretzel knots.

1 イントロダクション

杋杨杯杶条杮杯杶ホモロジーは 杛杋杨杯杶条杮杯杶本 朲朰朰朰杝にて導入された絡み目不変量である。より
具体的には、杋杨杯杶条杮杯杶 は各絡み目図式 D に対して、二重次数付きの鎖複体 C∗,?(D)
を構成し、その各次数毎のホモロジー群が 杒来杩杤来杭来杩杳杴来杲 移動によって不変であること
を示した。 D が絡み目 L の図式である時、このホモロジー群を Kh∗,?(L) と書く。
杋杨杯杶条杮杯杶 ホモロジーの最も重要な性質は、その次数付き 杅杵杬来杲 数が以下の式の意味で
杊杯杮来杳多項式 V (L) を復元することである机∑

i,j

(−1)iqj dimQ Khi,j(L)⊗Q = (t1/2 + t−1/2)V (L)
∣∣∣
t=q2

. 木朱朮朱朩

この性質により、杋杨杯杶条杮杯杶ホモロジーは標語的に Jones多項式の圏化であると呼ばれ
る。特に 杋杨杯杶条杮杯杶 ホモロジーは量子不変量と呼ばれる不変量のクラスに数えられてお
り、実際に 杛权条杵杴杩杳 条杮杤 杋条杭杮杩杴杺来杲本 朲朰朰朸杝では導来圏による圏論的な組紐群の表現から
杋杨杯杶条杮杯杶ホモロジーが構成できることが示されている。
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ところで、古典的には量子不変量は有限型不変量と密接に関係している。 Xr を二重

点を丁度 r 個持つ特異結び目の集合とする。特に、有理数値の結び目不変量は、写像

a : X0 → Q と思うことができる。今、このような a を下の漸化式によって帰納的に

a(r) : Xr → Q に拡張することを考える机

a(r+1)
( )

= a(r)
( )

− a(r)
( )

. 木朱朮朲朩

実際、a(r) の値は二重点解消の順序によらないことは簡単に確認できる。式 木朱朮朲朩 を
Vassilievスケイン関係式と呼び、また a(r) を a のr 次のVassiliev導分と呼ぶ。

定義. r � 0 で a(r) ≡ 0 となる時、a を有限型不変量と呼ぶ。

不定元 t についての 杌条杵杲来杮杴多項式に値を取る量子不変量 v に対し、t = 1 における
以下の 杔条杹杬杯杲展開を考える机

v(L) =
∑
n

an(L)
n! (t− 1)n .

定理 1.1 木杛杂杩杲杭条杮本 朱朹朹朳本 杂杩杲杭条杮 条杮杤 杌杩杮本 朱朹朹朳杝朩. 上の状況で、各 an は有限型不変量

である。

特に v が 杊杯杮来杳多項式の時、その t = 1 での 杔条杹杬杯杲展開の各係数は有限型不変量であ
る。これをふまえると、以下は自然な問題である。

問題. 杋杨杯杶条杮杯杶ホモロジーと有限型不変量の関係を明らかにせよ。

講演者は伊藤昇氏*1との共同研究 杛杉杴杯 条杮杤 杙杯杳杨杩杤条本 朲朰朲朰条本 杉杴杯 条杮杤 杙杯杳杨杩杤条本 朲朰朲朰杢杝
にて、上の問題へのアプローチを模索し、杖条杳杳杩杬杩来杶 スケイン関係式 木朱朮朲朩 を以下の長完
全列へと圏化することで、杋杨杯杶条杮杯杶ホモロジーを特異絡み目へと拡張することに成功し
た机

· · · Khi,j
( )

Khi,j
( )

Khi,j
( )

Khi+1,j
( )

Khi+1,j
( )

Khi+1,j
( )

· · ·

Φ̂

Φ̂

木朱朮朳朩

*1 茨城工業高等専門学校
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···

···

···

2l−1︷ ︸︸ ︷
2m−1︷ ︸︸ ︷

2n︷ ︸︸ ︷
図1 Pretzel結び目 P (−2l + 1, −2m + 1, 2n)

本稿ではその結果をさらに推し進め、特異絡み目上での 杋杨杯杶条杮杯杶 ホモロジーを具体的
な計算を紹介する。

最初の主結果は、杋杨杯杶条杮杯杶ホモロジーが、特異点に隣接する 2 本の紐の 杦杵杬杬 杴杷杩杳杴に
対して安定的であることを示している机

主定理 A. Khovanovホモロジー上に以下の同型がある:

Khi,j
( )

∼= Khi+2,j+4
( )

.

主定理 杁 と圏化された 杖条杳杳杩杬杩来杶 スケイン関係式 木朱朮朳朩 を組み合わせることによって、
いくつかの結び目の無限系列の 杋杨杯杶条杮杯杶 ホモロジーを決定することができる。講演者
は 杛杙杯杳杨杩杤条本 朲朰朲朰杝で全てのツイスト結び目の 杋杨杯杶条杮杯杶ホモロジーを決定したが、本稿
では図 朱 のタイプの 材杲来杴杺来杬 結び目の場合を取り上げる。次の結果は 材杲来杴杺来杬 結び目の
杋杨杯杶条杮杯杶ホモロジーがフルツイストについて安定化することを示している机

主定理 B. 木朱朩 以下の写像で i > −2n+ 1 または j > −1− 4n で同型となるものが存
在する:

Khi,j(P (−3,−1, 2n+ 2))→ Khi,j(P (−3,−1, 2n)) .

木朲朩 同様に、以下の写像で i > −2n+ 1 または j > −3− 4n で同型となるものが存在
する:

Khi,j(P (−3,−3, 2n+ 2))→ Khi,j(P (−3,−3, 2n)) ,

2 Khovanovホモロジーの復習
主定理の証明をする前に、杋杨杯杶条杮杯杶ホモロジーを簡単に復習する。結び目図式 D に

朳
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対し、その交点の集合を c(D) と書き、その部分集合 s ⊂ c(D) のことを D 上のステー

トと呼ぶ。各ステート s ⊂ c(D) に対し、D の s による平滑化 (smoothing) Ds を D

の各交点 c ∈ c(D) の近傍を以下のルールで置き換えて得られる平面上の部分多様体とす
る 机

c/∈s
←−− c

c∈s
−−→ .

定義から、Ds は円周 S1 の有限個の非交和になることに注意する。 D 上の enhanced
ステートとは、ステート s ⊂ c(D) と写像

e : π0(Ds)→ {1, x}

の組 (s, e) のことである。ここで、π0(Ds) は Ds の連結成分の集合である。 |s| で s の

濃度とし、

|e| := #{c ∈ c(D) | e(c) = 1} −#{c ∈ c(D) | e(c) = x}

とおく朮

定義. 上の状況で、各整数 i, j についてアーベル群 Ci,j(D) を以下で定義する机

Ci,j(D) := Z{(s, e) | |s| = i+ n−, |e| = j − i− w(D)} , 木朲朮朱朩

ここで、n− と w(D) はそれぞれ D の負交点の数とひねり数 木杷杲杩杴杨来朩である。

今、この二重次数付きアーベル群 C∗,?(D) に微分

di : Ci,j(D)→ Ci+1,j(D) 木朲朮朲朩

を定義する。このために、可換環 A = Z[x]/(x2) が以下の演算によって Frobenius 代
数になることに注意する机

∆(1) = 1⊗ x+ x⊗ 1 , ∆(x) = x⊗ x ,

ε(1) = 0 , ε(x) = 1 .

杆杲杯杢来杮杩杵杳代数と 2 次元の 杔村杆杔の同値性から、A は以下のような対称モノイダル関手
を定める机

ZA : Cob2 → Ab ; (S1)qn 7→ A⊗n ,

ここで Cob2 と Ab はそれぞれ 2 木= 1 + 1朩 次元のコボルディズムの圏及びアーベル群
の圏である。特に ZA(S1) ∼= Z{1, x} であるが、これを deg 1 = 1本 deg x = 1 によって
次数付けすることで次数付きアーベル群とみなす。式 木朲朮朱朩より以下の同型がわかる机

Ci,j(D) ∼=
⊕

|s|=i+n−

ZA(Ds)j−i−w(D) .

朴
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さらに c ∈ c(D) \ s の時、以下の写像がある机

δc := ZA

  : ZA(Ds) = ZA

(
c

)
→ ZA

(
c
)

= ZA(Ds∪{c}) .

これを用いて微分 木朲朮朲朩 を d =
∑
c±δc として定義する。ただし、符号の決め方は

杛杋杨杯杶条杮杯杶本 朲朰朰朰杝や 杛杂条杲札李条杴条杮本 朲朰朰朲杝を参照されたい。

定理 2.1 木杛杋杨杯杶条杮杯杶本 朲朰朰朰杝朩. 上の状況で、各整数 i, j について、ホモロジー群

Hi(C∗,j(D)) は Reidemeister移動について不変である。

L が D の結び目である時、Khi,j(L) := Hi(C∗,j(D)) と書き、L のKhovanovホモ
ロジーと呼ぶ。式 木朱朮朱朩は、式 木朲朮朱朩と 杋条杵望杭条杮ブラケットの 来杮杨条杮杣来杤ステートによる
記述より、直ちに従う。

さて、杖条杳杳杩杬杩来杶理論の観点から、杛杉杴杯 条杮杤 杙杯杳杨杩杤条本 朲朰朲朰杢杝では以下の式で定義される
写像が議論されている机

Φ := ZA

 − ZA
  : C∗,?

( )
→ C∗,?−2

( )
.

定理 2.2 木杛杉杴杯 条杮杤 杙杯杳杨杩杤条本 朲朰朲朰杢杝朩. 上の写像 Φ は以下の鎖複体の射 Φ̂ を誘導する:

Φ̂ : C∗,?
( )

→ C∗,?
( )

.

さらに以下が成立する:

木朱朩 Φ̂ の写像錐 Cone(Φ̂) のホモトピー型は、特異絡み目図式の移動によって不変であ
る。これによって Khovanovホモロジーは特異絡み目の不変量に拡張される:

Khi,j
( )

:= Hi

(
Cone

(
C∗,j

( )
Φ̂
−→ C∗,j

( )))
. 木朲朮朳朩

木朲朩 拡張された Khovanovホモロジーは以下の意味で FI関係式を満たす:

Kh∗,?
( )

= 0 .

朵
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3 主定理 Aの証明
証明に入る前に、まず 杋杨杯杶条杮杯杶 ホモロジーの構成から、以下の鎖複体の短完全列が
存在することに注意する机

0→ C∗,j+1
( )

α
−→ C∗,j

( )
β
−→ C•,?

( )
→ 0 . 木朳朮朱朩

ここで、第 3 項には標準的な向きの選び方は一般には存在しないが、射 β を隣り合う 2
つの交点にそれぞれ適用することで、向きまで込めて以下の鎖複体の射を得る机

β2 : C∗,?
( )

→ C∗+2,?+4
( )

.

この射と定理 朲朮朲を用いて主定理 杁を証明する。より具体的には、以下の形の β2 がホモ

ロジー上に同型を誘導することを示せば十分である机

β2 : C∗,j
( )

β
−→ C•,?

( )
β
−→ C∗+2,j+4

( )
= C∗+2,j+4

( )
.

木朳朮朲朩
ただし、ここで第 2 項については、図式の向きを決めれば次数は一意に定まることに注
意する。さて、最初の β について、完全列 木朳朮朱朩より以下の短完全列を得る机

0→ C∗,j+1
( )

α
−→ C∗,j

( )
β
−→ C•,?

( )
→ 0 .

ところが、杆杉 関係式 木定理 朲朮朲 木朲朩朩より、第 1 項のホモロジー群は自明であるから、鎖
複体の短完全列が誘導するホモロジー長完全列を見ることで、この β はホモロジー群の

上で同型を誘導することがわかる。同様にして、木朳朮朲朩の他方の β もホモロジー群上で同

型であることがわかり、従って β2 もホモロジー群の上に同型を誘導する。これにより、

主定理 杁は示された。

4 Pretzel結び目のホモロジー
主定理 杁 を利用して P (−2l + 1,−2m + 1, 2n) の形の 材杲来杴杺来杬 結び目のいくつかの

杋杨杯杶条杮杯杶 ホモロジーを計算することができる。記号を簡単にするため、ここでは整数
l,m については固定し、K(n) = P (−2l + 1,−2m + 1, 2n) とおく。アイデアとしては、
圏化された 杖条杳杳杩杬杩来杶スケイン関係式によって、n に関して帰納的に 杋杨杯杶条杮杯杶ホモロジ
ーを決定していく。

朶
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···

···

···

2l−1︷ ︸︸ ︷
2m−1︷ ︸︸ ︷
2n−1︷ ︸︸ ︷

図2 G(n) の図式

まず図 朲にある特異結び目図式 G(n) を考える。 主定理 杁から、

Khi,j (G(n+ 1)) ∼= Khi+2,j+4 (G(n)) ∼= . . . ∼= Khi+2n,j+4n (G(1)) . 木朴朮朱朩

一方、圏化された 杖条杳杳杩杬杩来杶 スケイン関係式 木朱朮朳朩 より、杋杨杯杶条杮杯杶 ホモロジーの次の完
全列がある机

Khi−1,j (G(n+ 1))→ Khi,j (K(n+ 1))
Φ̂
−→ Khi,j (K(n))→ Khi,j (G(n+ 1)) .

木朴朮朲朩
この完全列と同型 木朴朮朱朩により、以下が証明できる机

命題 4.1. 上の状況で、以下が成立する:

木朱朩 ある整数 i0 が存在して、整数の組 i, j について i ≥ i0 ならば Khi,j(G(1)) = 0
であるとすると、i > i0 − 2n ならば、任意の j について写像

Φ̂ : Khi,j (K(n+ 1))→ Khi,j (K(n)) 木朴朮朳朩

は同型である。

木朲朩 ある整数 j0 が存在して、整数の組 i, j について j ≥ j0 ならば Khi,j(G(1)) = 0
であるとすると、j ≥ j0 − 4n ならば、任意の i について写像 木朴朮朳朩 は同型であ
る。

命題 朴朮朱によって、実際に Khi,j(G(1)) を計算することで、主結果 杂を確かめること
ができる。以下に (l,m) = (2, 1), (2, 2) の場合の群 Khi,j(G(1)) を計算機によって求め
たものを表で示す。なお、計算に用いたプログラムのソースコードは以下から入手でき

る机

https://github.com/Junology/khover

朷
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l = 2, m = 1 の時

i\j −15 −13 −11 −9 −7 −5 −3 −1
−6 Z 0 0 0 0 0 0 0
−5 0 Z/2 Z 0 0 0 0 0
−4 0 0 Z 0 0 0 0 0
−3 0 0 0 Z⊕ Z/2 Z 0 0 0
−2 0 0 0 0 Z/2 Z 0 0
−1 0 0 0 0 0 Z 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Z/2 Z

l = m = 2 の時

i\j −17 −15 −13 −11 −9 −7 −5 −3
−6 Z2 0 0 0 0 0 0 0
−5 0 (Z/2)2 Z2 0 0 0 0 0
−4 0 0 Z 0 0 0 0 0
−3 0 0 0 Z2 ⊕ Z/2 Z 0 0 0
−2 0 0 0 0 (Z/2)2 Z2 0 0
−1 0 0 0 0 0 Z 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Z/2 Z

謝辞とお詫び

結び目の数理 杉杉杉の世話人の先生方に感謝申し上げます。また、講演ではプログラムの
バグを取り切れず、不完全な計算結果を提示してしまったことをお詫び申し上げます。
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