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概要

Tong-Yang-Ma表現（あるいは標準表現）は，1996年に D. M. Tong，S. D. Yangおよび Z.
Q. Maによって発見された組み紐群 Bn の n次元既約表現である．この表現は Burau表現によく
似ているものだが，これまであまり研究されてこなかった．例えば，Burau表現は様々な方法でス
トリング絡み目の表現へ拡張がなされてきたが，Tong-Yang-Ma表現に関してはそのような拡張
はまだされていない．よって本稿では，Tong-Yang-Ma表現をストリング絡み目の表現へ拡張す
る方法を紹介する．本研究は Arthur Soulié氏（Glasgow大学）との共同研究 [6]である．
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演を聞いてくださった全ての方に改めて感謝を申し上げます．

1 導入

組み紐群 Bn とは，次のような表示を持つ群である:⟨
σ1, . . . , σn−1

∣∣∣∣ σiσj = σjσi (|i− j| ≥ 2)
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 (i = 1, . . . , n− 2)

⟩
Tong，YangおよびMa [7] は組み紐群の表現 Bn −! GLn(Z[t±1])であって，各生成元 σi が

Ii−1 ⊕
(

a b
c d

)
⊕ In−i−1

という行列に写るようなものについて研究を行った．彼らの結果は，上のような非自明な表現は同値
や転置を除いて 2種類しかないというものである．1つは，これ以前から知られていた Burau表現
(生成元 σi が

Ii−1 ⊕
(

0 t
1 1− t

)
⊕ In−i−1

に写るようなもの)であり，もう 1つがこのとき初めて発見された表現で，生成元 σi が

Ii−1 ⊕
(

0 t
1 0

)
⊕ In−i−1

という行列に写るものである．これをTong-Yang-Ma表現と呼び，TYMn : Bn −! GLn(Z[t±1])
と書く．

Burau表現をストリング絡み目に拡張するという研究はこれまでいくつか行われてきた ([1, 2, 3, 5])
が，Tong-Yang-Ma表現に対してはまだなされていない．よって本稿では，Massuyeau，Oanceaおよ
び Salamon[4]の方法を用いて，Tong-Yang-Ma表現をストリング絡み目に拡張する．彼らは，Tong-
Yang-Ma表現とは全く別のテーマの中で，Tong-Yang-Ma表現とよく似た行列を構成している．こ
の構成法をストリング絡み目の文脈で見直すことによって表現の拡張を行う．また，拡張された
Tong-Yang-Ma表現 (厳密には写像)の核が絡み数を用いて記述できることを示す．
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2 拡張

2.1 ストリング絡み目

nを正整数とし，D2 を R2 内の 2次元単位円板とする．D2 の内部に n個の点 z1, . . . , zn を固定す
る．ここで各点 zi は Int(D2) ∩ (R× {0}) = (−1, 1)× {0}上にあり，z1 < · · · < zn を満たしている
とする．

定義 2.1. n成分ストリング絡み目とは，n個の向き付けられた単位区間 I のD2 × I への埋め込み
であって，各区間の始点がある zi × {0}に，終点がある zj × {1}になるようなものである．始点が
zi × {0}であるような単位区間の埋め込みを，i番目の成分と呼ぶ．

n成分ストリング絡み目であって，各 i番目の成分の終点が zi × {1}となるようなものを純 n成
分ストリング絡み目という．図 1は純 2成分ストリング絡み目の例である．

図 1

n成分ストリング絡み目全体の集合および純 n成分ストリング絡み目全体の集合を，D2 × I 上の
アンビエントイソトピーによる同値関係で割ったものをそれぞれ SLn，PSLnと書く．このとき，2
つの n成分ストリング絡み目に対し，一方の終点をもう一方の始点に繋げることにより新たな n成
分ストリング絡み目が得られる．これにより SLn，PSLn 上に積が定まり，これらはモノイドの構
造を持つ．

n成分ストリング絡み目であって，各成分が任意の t (0 ≤ t ≤ 1)に対し D2 × {t}と横断的に 1
点で交わるようなものを n成分組み紐という．n成分組み紐の同値類全体の集合は上で述べた積によ
り群をなし，組み紐群 Bn と同型になる．図 2は組み紐群 Bn の生成元 σi を表す n成分ストリング
絡み目 (の図式)である．

図 2
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2.2 拡張

Lをn成分ストリング絡み目とし，LiをLの i番目の成分とする．D2の境界上に点w0を固定する．ま
た，D2の内部に各 ziの近傍N(zi)を互いに交わらないように十分小さくとり，各境界上に点wiを固
定する．N(Z) := N(z1)⊔· · ·⊔N(zn)とおく．各 i = 1, . . . , nに対し，ciをw0からwiに向かうD2内
の互いに交わらない単純な道とし，cji := ci×{j} (j = 0, 1)とする．また，n個の道の組 (c1, . . . , cn)を
cとおく．さらに，D2×I内にLの各成分Liの近傍N(Li)を互いに交わらないようにとり，N(L) :=
N(L1)⊔· · ·⊔N(Ln)とおく．ここで，N(L)はN(L)∩(D2×{j}) = N(Z)×{j}を満たすとする．各近傍
N(Li)の境界上に，wi×{0}を始点，wki×{1}を終点とするLiに平行な道 L̃iを，lk(Li, L̃i) = 0となる
ようにとる．ここで，kiはLiの終点の番号，lk(Li, L̃i)はLiと L̃iの絡み数を表す．また，w := w0×I
とし，w0×{0}からw0×{1}へ向きをつけておく．X := D2×I− Int(N(L))，X0 := X∩(D2×{0})
とし，ι : X0 ↪−! X を包含写像とすると，H1(X0;Z) ∼= Z⊕n ∼= ⟨t1, . . . , tn | titj = tjti (∀i, j)⟩であ
り，包含写像 ιは同型写像 ι∗ : H1(X0;Z) −! H1(X;Z)を誘導する．ここで，各 ti は N(zi)の境界
を一周するループを表す．X0 = (D2 − Int(N(Z)))× {0}と書けるので，X0は nストリング絡み目
によらず共通であることに注意しておく．

定義 2.2. (cf. [4, Section 5]) 多変数 Tong-Yang-Ma 写像 Tc : SLn −! GLn(Z[H1(X0;Z)]) ∼=
GLn(Z[t1, . . . , tn])を次で定義する:

(Tc(L))ij :=

{
ι−1
∗ (c0i · L̃i · (c1j )−1 · w−1) (if τL(j) = i)

0 (otherwise)

ここで，(Tc(L))ij は n × n行列 Tc(L)の (i, j)成分を表す．また，n成分ストリング絡み目 Lに対
し，τL は次で定義される n次対称群 Sn の元である:

zj × {1}を終点にもつ Lの成分が ij 番目の成分 Lij であるとき，τL(j) := ij．

図 3

図 3は，n成分ストリング絡み目として組み紐群の生成元 σiをとり，n個の道の組 c = (c1, . . . , cn)

を図 4のように選んだ場合のループ c0i · L̃i · (c1j )−1 ·w−1を表している (ただし，j(̸= i, i+ 1)番目の
成分は，他のどの成分とも絡まない zj ×{0}から zj ×{1}へ向かう単調な道のため省いている)．こ
のとき，ι−1

∗ (c0i · L̃i · (c1i+1)
−1 ·w−1) = ti+1，ι−1

∗ (c0i+1 · L̃i+1 · (c1i )−1 ·w−1) = 1となるので，多変数
Tong-Yang-Ma写像による像は

Tc(σi) = Ii−1 ⊕
(

0 ti+1

1 0

)
⊕ In−i−1
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となる．ゆえに，t1 = · · · = tn = tとすることにより

Ii−1 ⊕
(

0 t
1 0

)
⊕ In−i−1 = TYMn(σi)

が得られる．よって，多変数Tong-Yang-Ma写像はTong-Yang-Ma表現の拡張とみなすことが出来る．

図 4

例 2.3. 図 1の 2成分ストリング絡み目をとり，n個の道の組 c = (c1, . . . , cn)を図 4のように選ぶ．
このとき，ι−1

∗ (c01 · L̃1 · (c11)−1 ·w−1) = t2，ι−1
∗ (c02 · L̃2 · (c12)−1 ·w−1) = t1となる (図 5参照)．よって

Tc(L) =
(

t2 0
0 t1

)
である．

図 5

n個の道の組 c = (c1, . . . , cn)が与えられたとき，これには自然に組み紐群 Bn の作用が定まる．
σ ∈ Bnによる作用を σ · c = (σ · c1, . . . , σ · cn)と書き，c′ := (c′1, . . . , c

′
n) := (σ · ci1 , . . . , σ · cin)とす

る (図 6参照)．ただし，j = 1, . . . , nに対して，ij は τσ(ij) = j を満たすとする．

定理 2.4. (cf. [4, Theorem 4])
(1) 任意の道の組 c = (c1, . . . , cn)と 2つの n成分ストリング絡み目 L,L′ に対し，

Tc(LL′) = Tc(L)(L · Tc(L′))
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図 6

が成り立つ．ここで，ストリング絡み目の同値類全体の集合 SLnからGLn(Z[H1(X0;Z)])への作用
は L · tj := tτL(j) で定まっているとする．

(2) 任意の道の組 c = (c1, . . . , cn), n成分組み紐 σ ∈ Bn，そして n成分ストリング絡み目 Lに
対し，

Tσ·c(L) = σ∗(Tc(σ)−1Tc(L)(L · Tc(σ)))

が成り立つ．ここで，組み紐群 Bn から GLn(Z[H1(X0;Z)]) への作用は，任意の (aij) ∈
GLn(Z[H1(X0;Z)])に対し，σ∗(aij) := (aτσ(i)τσ(j))で定まっているとする．

証明. (1)行列の各成分について考える．j = τL′(k), i = τL(j) = τLL′(k)とする．多変数Tong-Yang-
Ma写像の定義より，Tc(LL′))ikは (Tc(L))ij と (Tc(L′))jkによって書けるはずである．しかし，いま
Lの i番目の成分 Liは L′の j番目の成分 L′

j に繋がっている．つまり，L′
j は LL′の中で i(= τL(j))

番目の成分になっている．ゆえに，Tc(L′)の各成分は τLによって補正しなければならない．よって

(Tc(LL′))ik = (Tc(L))ij(L · (Tc(L′))jk)

が成り立つ．i ̸= τLL′(k)のときは，定義より Tc(LL′)と Tc(L)(L · Tc(L′))の (i, k)成分はともに 0
となる．よって，求める式を得る．

(2) n成分ストリング絡み目 σ−1Lσを考え，σ−1 が D2 × [0, 1/3]内に，Lが D2 × [1/3, 2/3]内
に，そして σがD2 × [2/3, 1]内にあるとする．また，τL(k) = j とする．このとき，

(Tσ·c(L))jk = (σ · c0ij ) · L̃j · (σ · c1ik)
−1 · w−1

= (c0ij · σ̃−1 · (c1/3j )−1) · (c1/3j · L̃j · (c2/3k )−1) · (c2/3k · σ̃ · (c1ik)
−1) · w−1

である．ただし，τσ(ij) = j, τσ(ik) = kとする．ここで，

c0ij · σ̃−1 · (c1/3j )−1 · w|−1
[0,1/3] = σ · (Tc(σ−1))ijj ,

c
1/3
j · L̃j · (c2/3k )−1 · w|−1

[1/3,2/3] = (Tc(L))jk,

c
2/3
k · σ̃ · (c1ik)

−1 · w|−1
[2/3,1] = L · (Tc(σ))kik

となるので，
(Tσ·c(L))jk = (σ · (Tc(σ−1))ijj)(Tc(L))jk(L · (Tc(σ))kik)

となり，
Tσ·c(L) = σ∗((σ · Tc(σ−1))Tc(L)(L · Tc(σ)))

が成り立つ．さらに，
In = Tc(σσ−1) = Tc(σ)(σ · Tc(σ−1))

より，σ · Tc(σ−1) = Tc(σ)−1 となり，求める式を得る．

系 2.5. (1) 任意の道の組 cおよび純 n成分ストリング絡み目 L,L′ に対して，

Tc(LL′) = Tc(L)Tc(L′)
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が成り立つ．
(2) 任意の道の組 c，n成分組み紐 σ ∈ Bn および純 n成分ストリング絡み目 Lに対して，

Tσ·c(L) = Tc(L)

が成り立つ．

証明. (1) 純 n成分ストリング絡み目のH1(X0;Z)への作用は自明であるので明らか．
(2) 定理 2.4 (2)より，

Tσ·c(L) = σ∗(Tc(σ)−1Tc(L)Tc(σ))

を得る．ここで，L は純 n 成分ストリング絡み目なので Tc(L) は対角行列であり，よって
Tc(σ)−1Tc(L)Tc(σ)も対角行列である．aiを Tc(L)の i番目の対角成分とすると，Tc(σ)−1Tc(L)Tc(σ)
の j 番目の対角成分は aij となる．ここで，j = 1, . . . , nに対して，τσ(ij) = j である．よって，

Tc(σ)−1Tc(L)Tc(σ) = Diag(aτ−1
σ (1), . . . , aτ−1

σ (n)) = σ−1
∗ Tc(L)

となる．したがって，Tσ·c(L) = σ∗(σ
−1
∗ Tc(L)) = Tc(L)が成り立つ．

2.3 Tong-Yang-Ma写像の核

最後に，多変数 Tong-Yang-Ma写像 Tc : SLn −! GLn(Z[H1(X0;Z)])の核を求める．オリジナルの
Tong-Yang-Ma表現の場合は既に [4]の中で示されている．
まず，多変数 Tong-Yang-Ma写像の核に入るためには，少なくとも対角行列でなければならない

ので，定義より純ストリング絡み目のみ考えれば十分である．Lを純 n成分ストリング絡み目とし，
L̂を S3 内の Lの閉包とする．また，L̂の管状近傍 N(L̂)を N(L̂) ∩ (D2 × [0, 1]) = N(L)となるよ
うにとる．このとき，H1(S

3 − Int(N(L̂));Z) ∼= Z⊕n ∼= ⟨t1, . . . , tn | titj = tjti (∀i, j)⟩であり，各 ti
は L̂の第 i成分のメリディアンと見なすことが出来る．一方，L̃iの定義より，Tc(L)の i番目の対角
成分は L̂の第 i成分のロンジチュードと見なすことが出来る．よって，絡み数の定義より，(Tc(L))ii
の tj の指数は lk(L̂i, L̂j) = lk(Li, Lj)に一致する．
以上の議論より，次を得る．

定理 2.6. 任意の道の組 cおよび n ≥ 2に対して

ker Tc = {L ∈ PSLn |各 i, j (1 ≤ i ̸= j ≤ n)に対して，lk(Li, Lj) = 0}

が成り立つ．

また，t1 = · · · = tn = tとすると次の系を得る．

系 2.7. 任意の道の組 cおよび n ≥ 2に対して

ker(Tc|ti=t) =

L ∈ PSLn

∣∣∣∣∣∣各 i (i = 1, . . . n) に対して，
n∑

j=1,j ̸=i

lk(Li, Lj) = 0


が成り立つ．
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[4] Gwénaël Massuyeau, Alexandru Oancea, and Dietmar A. Salamon. Lefschetz fibrations, inter-
section numbers, and representations of the framed braid group. Bull. Math. Soc. Sci. Math.
Roumanie (N.S.), 56(104)(4):435–486, 2013.

[5] Daniel S. Silver and Susan G. Williams. A generalized Burau representation for string links.
Pacific J. Math., 197(1):241–255, 2001.
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