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Classification of handlebody decompositions
of the 3-sphere and lens spaces

小川　将輝 (埼玉大学理工学研究科)

概要

ヒーガード分解は有向閉 3次元多様体のハンドル体２つによる分解で、これまで
によく研究されてきた. 3次元球面とレンズ空間のヒーガード分解は各種数で唯１つ
であることが知られている. ヒーガード分解の一般化として、3次元多様体のハンド
ル体３つによる分解を考えることができる. 今回は 3次元球面とレンズ空間のハンド
ル体３つによる分解をハンドル体の種数が 1以下の場合において分類することができ
たので報告する.

1 ヒーガード分解
ヒーガード分解は有向閉 3次元多様体のハンドル体２つによる分解である.任意の有向
閉 3次元多様体はヒーガード分解を持つことが知られている.

定義 1.1. Mを連結である向きづけ可能閉3次元多様体, H1, H2をそれぞれ種数gのハンドル
体とする. この時, M = H1∪H2が種数 gのヒーガード分解であるとは, H1∩H2 = ∂H1∩∂H2

を満たす時をいう.

多様体のヒーガード分解はそのヒーガード曲面がイソトピックであるかどうかで分類
される.一般に, 3次元多様体はヒーガード分解をたくさん持つことが知られている.しか
し, Reidemeisterと Singerによって,安定同値が示されたことで,少なくとも,有限回の安定
化という操作をすることでイソトピックにすることができることが知られている [13, 14].
一方, 3次元球面とレンズ空間のヒーガード分解は各種数において１つに定まることが
Waldhausen, Bonahon, Otalによって示されている.

定理 1.1 ([15]). 3次元球面のヒーガード分解は各種数においてイソトピックなものを除き
唯１つである.

定理 1.2 ([1]). レンズ空間のヒーガード分解は各種数においてイソトピックなものを除き
唯１つである.

以上の定理はそれぞれの 3次元多様体においてヒーガード曲面がアンビエントイソト
ピーを法として唯１つに定まるということを述べている.
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2 ハンドル体分解
この章では 3次元多様体のハンドル体分解を定義する.また、ハンドル体分解について
これまでに知られている事実を紹介する。ハンドル体分解は一般に,有限個のハンドル体
による 3次元多様体の分解である [11]. ここでは,ハンドル体３つによる 3次元多様体の
分解を考える. Mを連結である向き付け可能閉 3次元多様体とする.

定義 2.1 (ハンドル分解). H1, H2, H3をそれぞれ種数 g1, g2, g3であるハンドル体とする。こ
の時, M = H1 ∪ H2 ∪ H3がハンドル対分解であるとは次の２つの条件を満たす時をいう。

(1) すべての i , jに対して, Hi ∩ H j = ∂Hi ∩ ∂H jは (連結でなくて良い)曲面である.

(2) H1 ∩ H2 ∩ H3は M内の絡み目である.

このような分解を type-(g1, g2, g3; b)分解と呼ぶ.ここで bはH1 ∩ H2 ∩ H3の成分数である.
また、Hi ∩ H jを Fi jと書き, F12 ∪ F13 ∪ F23を分岐曲面と呼ぶ.

Koenigは 3次元多様体の Trisectionを導入した [12]. Koenigが導入した 3次元多様体の
trisectionはハンドル体同士の共通部分である曲面が連結であることを仮定しているが,ハ
ンドル体分解ではそれを仮定していないため, 3次元多様体の trisectionの一般化としてみ
れる.これまでにこのような分解について得られた結果の１つに,種数が１以下のハンド
ル体でのハンドル体分解による 3次元多様体の特徴づけがある.

命題 2.1 ([7]). Liをレンズ空間, Bを S 2 × S 1のいくつかの連結和, S(3)を多くても３つの
特異ファイバーを持つようなザイフェルト多様体とする。

(1) Mが type-(0, 0, 0)分解を持つ.⇔ M � B.

(2) Mが type-(0, 0, 1)分解を持つ.⇔ M � Bまたは M � B#L.

(3) Mが type-(0, 1, 1)分解を持つ.⇔ M � B, M � Lまたは M � B#L1#L2.

(4) M が type-(1, 1, 1)分解を持つ. ⇔ M � B, M � L, M � B#L, M � B#L1#L2, M �
B#L1#L2#L3 または M � S(3).

この命題以外にも, Koenigが３次元多様体の Trisectionが安定同値であることを示して
いるなどの先行研究が散見される. 上の命題より, 3次元球面とレンズ空間はそれぞれのハ
ンドル体の種数が１以下であるハンドル体分解を持つことがわかる.筆者とその研究室の
先輩である伊藤氏は 3次元球面とレンズ空間のそれぞれのハンドル体の種数が１以下であ
るハンドル体分解の分岐曲面がどういう位相型をしているか決定した.

命題 2.2. 3次元球面の type-(0, 0, 0)分解は Fi j � D2をみたし,その分岐曲線の成分数は 1
である.
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命題 2.3. 3次元球面とレンズ空間の type-(0, 0, 0)分解は, F12 � D2 ∪ D2, F13 � A, F23 � A
を満たし,その分岐曲線の成分数は 2である.

図 1: 3次元球面の type-(0, 0, 1)分解

命題 2.4. 3次元球面とレンズ空間の type-(0, 1, 1)分解は以下のいずれかを満たす.

(1) F12 � D2, F13 � D2, F23 � T ◦であり,その分岐曲線の成分数は 1である.

(2) F12 � D2 ∪ A, F13 � D2 ∪ A, F23 � Pであり,その分岐曲線の成分数は 3である.

図 2: 3次元球面の type-(0, 1, 1)で,命題 2.4 (1)を満たすもの.

命題 2.5. 3次元球面とレンズ空間の type-(1, 1, 1)分解は以下のいずれかを満たす.

(1) F12 � F13 � F23 � Aであり,その分岐曲線の成分数は 2である.

(2) F12 � D2 ∪ T ◦, F13 � F23 � Aであり,その分岐曲線の成分数は 2である.

(3) F12 � D2 ∪ P, F13 � F23 � A ∪ Aであり,その分岐曲線の成分数は 4である.

(4) F12 � A ∪ A, F13 � F23 � D2 ∪ Pであり,その分岐曲線の成分数は 4である.

(5) F12 � F13 � F23 � D2 ∪ Pであり,その分岐曲線の成分数は 4である.
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図 3: 3次元球面の type-(0, 1, 1)で,命題 2.4 (2)を満たすもの.

さらに以下が成り立つ

(6) M � L(4, 1), F12 � F13 � F23 � A ∪ Aであり,その分岐曲線の成分数は 2である.

以上の命題から分岐曲面がどのような位相型をしているかがわかる. しかし, 分岐曲面
がそれぞれの多様体の中におけるアンビエントイソトピーを法としてどのような埋め込
みを持つかについては分からない.ハンドル体分解を分類するためには分岐局面の埋め込
み方を見る必要がある. これはヒーガード分解を,そのヒーガード曲面のイソトピー類に
よって分類することを一般化した考え方である.

3 主結果
これまでに、ハンドル体分解について解説してきた.この章では 2章で紹介して 3次元
球面とレンズ空間のハンドル体分解を分類について述べる.まず初めに得られた結果を述
べる.

定理 3.1. 3次元球面とレンズ空間 L(p, q)で (p − 1)q ≡ ±1 (mod p)を満たすものの type-
(0, 0, 1)分解はアンビエントイソトピーを法として 1つである.一方 L(p, q)で (p−1)q . ±1
(mod p)を満たすものの type-(0, 0, 1)分解はアンビエントイソトピーを法として 2つである.

定理 3.2. 3次元球面かレンズ空間 L(p, q)で p = 2を満たすものの type-(0, 1, 1)分解は以下
のように分類される.

(1) 命題 2.4 (1)を満たす分解はアンビエントイソトピーを法として 1つである.

(2) 命題 2.4 (2)を満たす分解はアンビエントイソトピーを法として 1つである.

一方レンズ空間 L(p, q)で p , 2を満たすものの type-(0, 1, 1)分解は以下のように分類さ
れる。

(3) 命題 2.4 (1)を満たす分解はアンビエントイソトピーを法として 1つである.
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(4) (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,命題 2.4 (2)を満たす分解はアンビエントイソト
ピーを法として 2つである. (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,命題 2.4 (2)を満たす
分解はアンビエントイソトピーを法として 4つである.

さらに type-(1, 1, 1)分解に関しても以下のように分類される。

定理 3.3. 3次元球面かレンズ空間 L(p, q)で p = 2を満たすものの type-(1, 1, 1)分解は以下
のように分類される.

(1) 命題 2.5 (2)を満たす分解はアンビエントイソトピーを法として 2つである.

(2) 命題 2.5 (3)を満たす分解はアンビエントイソトピーを法として 2つである.

(3) 命題 2.5 (4)を満たす分解はアンビエントイソトピーを法として 2つである.

(4) 命題 2.5 (5)を満たす分解はアンビエントイソトピーを法として 1つである.

一方レンズ空間 L(p, q)で p , 2を満たすものの type-(0, 1, 1)分解は以下のように分類さ
れる。

(5) (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,命題 2.5 (2)を満たす分解はアンビエントイソト
ピーを法として 2つである. (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,命題 2.5 (2)を満たす
分解はアンビエントイソトピーを法として 4つである.

(6) (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,命題 2.5 (3)を満たす分解はアンビエントイソト
ピーを法として 3つである. (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,命題 2.5 (3)を満たす
分解はアンビエントイソトピーを法として 6つである.

(7) (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,命題 2.5 (4)を満たす分解はアンビエントイソト
ピーを法として 4つである. (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,命題 2.5 (4)を満たす
分解はアンビエントイソトピーを法として 8つである.

(8) (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,命題 2.5 (5)を満たす分解はアンビエントイソト
ピーを法として 1つである. (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,命題 2.5 (5)を満たす
分解はアンビエントイソトピーを法として 2つである.

4 証明の概略
この章では証明の概略を述べていく.特に type-(0, 1, 1)分解で Proposition2.4 (2)の分解
の分類に着目し,その分解を分類することを考える. まず初めに,ヒーガード分解と上で得
られたハンドル体分解の関係について述べる. 実際,上のハンドル体分解からヒーガード
分解を構成することができる.
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補題 4.1. H1 ∪ H2 ∪ H3を命題 2.4 (2)を満たす type-(0, 1, 1)分解とする.この時,以下が成
り立つ

(1) H1 ∪ H2 ∪ H3がレンズ空間である時, ∂H2か ∂H3のどちらか一方はヒーガード曲面
である.

(2) H1 ∪ H2 ∪ H3が 3次元球面である時, ∂H2と ∂H3のどちらもヒーガード曲面である.

Mをレンズ空間もしくは 3次元球面とする. また, V1 ∪ V2を Mの種数 1のヒーガード
分解とする. 上の補題より, ∂H3がヒーガード曲面であるとすることができる. ∂H3がヒー
ガード曲面であるとする.この時, H3は種数 1のヒーガード分解のソリッドトーラスの一
方になる. よって H3 = V1もしくは H3 = V2となる. H3 = Viとすると, F12は V jに適切に
埋め込まれた曲面であり, V jをソリッドトーラスと 3次元球体に分割するアニュラスと円
盤である.ここで i , jである. 以上のことから,分岐局面の埋め込みは F12のソリッドトー
ラスへの埋め込みを見ることが必要になる.

V1が V2に M内でアンビエントイソトピックであることがいえれば, H3 = V1の場合の
み考えれば良いことになる. 以下の補題はそのようなアンビエントイソトピーを許容する
Mの条件を与えるものである.

補題 4.2. Mを 3次元球面またはレンズ空間, V1 ∪ V2をMの種数 1のヒーガード分解とす
る. この時, V1と V2がアンビエントイソトピックである必要十分条件は, Mが 3次元球面
であるかレンズ空間 L(p, q)で (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たすことである.

　補題 4.2から, Mが 3次元球面,もしくは, (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たすレンズ空間
である時には H3 = V1の場合のみを考えればよい. 一方, Mがこのような条件を満たさな
い場合は H3 = V1である場合と H3 = V2である場合の両方を考える必要がある.
次に, F12のソリッドトーラスへの埋め込みはアンビエントイソトピーを法としてどの
ようなものがあるかを調べる. 以下の補題は F12の埋め込みがどのようなものに限られる
かを示している.

補題 4.3. Vをソリッドトーラス, Dと AをそれぞれVに適切に埋め込まれた互いに交わら
ない円盤とアニュラスとする. D∪ Aが以下の２つの条件を満たす時,その埋め込みはアン
ビエントイソトピーを法として 2つである.

(1) D ∪ Aは Vを 3次元球体とソリッドトーラスに切り開く

(2) ∂(D ∪ A)は ∂Vをアニュラス,円盤,３つ穴あき球面に切り開く.

さらに,それらの２つの埋め込みは Vの超楕円対合によってうつり合う.

補題 4.3より, F12の２つに埋め込みは超楕円対合によってうつり合う. 話を F12の Viへ
の埋め込みに戻す. F12が Viに埋め込まれているとすると, Viでの超楕円対合がM内での
アンビエントイソトピーで実現できるとき, F12の埋め込みは唯１つに定まる. そうでな
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ければ２つのアンビエントイソトピー類が存在することがわかる. 以上のことから, Mの
ヒーガード分解 V1 ∪ V2を保つ同相写像のイソトピー類を考えることが必要になる. 以下
の定理はレンズ空間のDiffeotopy群に関する結果である. Diffeotopy群は 3次元多様体の
写像類群である. 詳しい内容は [2, 9]を参照していただきたい.

定理 4.1 ([2, 9]). レンズ空間 L(p, q)の diffeotopy群は以下の群に同型である.

1. p = 2ならば, Z2でありその生成元はσ−。

2. q ≡ ±1 mod pかつ p , 2ならば, Z2であり,その生成元は τ.

3. q2 ≡ +1 mod pかつ q . ±1 mod pならば, Z2 ⊕ Z2であり,その生成元は τと σ+.

4. q2 ≡ −1 mod pかつ p , 2ならば, Z4であり,その生成元はσ−.

5. q2 . ±1 mod pならば, Z2であり,その生成元は τ.

ここで τのヒーガード分解のソリッドトーラスへの制限は超楕円対合となっている.ま
た, σ2

− = τである. 定理 4.1より以下の補題を得る.

補題 4.4. Mを 3次元球面もしくはレンズ空間 L(p, q), V1 ∪ V2をMの種数 1のヒーガード
分解とする. この時, Mが 3次元球面もしくはレンズ空間で p = 2を満たすものであるこ
とと,アンビエントイソトピー F : M × [0, 1] → Mで次を満たすものを許容することは必
要十分である.

(1) F(V1, 1) = V1 かつ F(V2, 1) = V2

(2) ft(x) = F(x, t)とする.この時, f1|∂V1 : ∂V1 → ∂V1は超楕円対合.

補題 4.4より, Mが 3次元球面もしくはレンズ空間で p = 2を満たすものである時, 4.3
で得られた２つのアンビエントイソトピー類は移り合うことがわかる.
以上のことから, 3次元球面もしくはレンズ空間で p = 2を満たす時は (p − 1)q . ±1

(mod p)を満たすので,補題 4.2より, H3 = V2とみなすことができる.また,補題 4.4より,
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V2への F12の埋め込みは１つである.以上のことから,分岐曲面のアンビエントイソトピー
類は１つである.

p , 2であり, (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たす時,補題 4.2より, H3 = V2とみなすことが
できる. 補題 4.3, 4.4より, V2への F12の埋め込みは 2つである.よって,分岐曲面のアンビ
エントイソトピー類は 2つである.一方, (p − 1)q . ±1 (mod p)を満たさない場合, H3 = V1

とH3 = V2の場合を考える必要があるので分岐曲面のアンビエントイソトピー類の個数は
その倍である 4つである.
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