
曲面の基本群の無限表示

小林　竜馬 (石川工業高等専門学校)∗

概 要
有限型曲面の基本群の有限表示はよく知られている．本研究では，有限型曲
面の基本群について，生成元が単純曲線で代表される無限表示を構成した．
また，向き付け不可能な有限型曲面の基本群について，生成元が双側な単純
曲線で代表される部分群の無限表示も構成した．

1. 主結果

曲面Sとその内部の点∗ ∈ Sに対して，∗を基点とするSの基本群をπ1(S, ∗)と表す．
Sが閉曲面であれば，π1(S, ∗)は関係式が 1つの有限表示を持ち，Sが閉曲面でない場
合はπ1(S, ∗)は自由群であり，関係式のない有限表示を持つことはよく知られている．
本研究では，π1(S, ∗)に対して以下の無限表示を与えた．

定理 1 有限型曲面 Sに対して，πをシンボル Sαで生成され次の関係式をもつ群とす
る．ただし，αは非自明な単純曲線で代表されるπ1(S, ∗)の元である．

(1) Sα−1 = S−1
α

(2) SαSβ = Sαβ

このとき，πはπ1(S, ∗)と同型である．

向き付け不可能曲面上の単純閉曲線には，その正則近傍がアニュラスであるものと
Mobiusの帯であるものが存在する．それらをそれぞれ双側，単側と呼ぶ．Sが向き付け
不可能曲面であるとき，π1(S, ∗)は∗を基点とする単側な有向単純閉曲線のホモトピー
類で生成されることは知られている．∗を基点とするSの双側な有向単純閉曲線のホモ
トピー類で生成されるπ1(S, ∗)の部分群をπ+

1 (S, ∗)と表す．本研究では，π+
1 (S, ∗)に対

して以下の無限表示も与えた．

定理 2 向き付け不可能な有限型曲面Sに対して，π+をシンボルSαで生成され次の関
係式をもつ群とする．ただし，αは非自明な単純曲線で代表されるπ+

1 (S, ∗)の元である．

(1) Sα−1 = S−1
α

(2) SαSβ = Sαβ

(3) SαSβS
−1
α = Sαβα−1

このとき，π+はπ+
1 (S, ∗)と同型である．

これらの定理を示すために次の補題を用いる．
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補題 3 ([2]) G, Hをそれぞれ集合X, Y で生成される群とし，HはGに作用している
ものとする．また，次の条件をみたすX ′ ⊂ Xを考える．

• H(X ′) = X

• 任意のx ∈ X ′, y ∈ Y に対して，y±1(x)はX ′が生成するGの部分群に属する．

このとき，X ′はGを生成する．

2. Sが向き付け可能曲面の場合の定理 1の証明の概略

Σg,mで種数g ≥ 0，境界成分数m ≥ 0の向き付け可能曲面を表す．PM(Σg,m)でΣg,m

の境界の順序を入れ替えない向きを保つ自己微分同相写像のイソトピー類全体からな
る群を表し，Σg,mの純写像類群と呼ぶ．Σg,mの単純閉曲線 cに対して，tcで cに沿った
右手系Dehnツイストを表す．PM(Σg,n+1)の生成系について次のことが知られている．

定理 4 (cf. [1]) c0, c1, . . . , c2g, d1, . . . , dnを下図に示すΣg,n+1上の曲線とする．このと
きPM(Σg,n+1)は tc0 , tc1 , . . . , tc2g , td1 , . . . , tdnで生成される．

注意 5 Σg,n+1のn+1番目の境界をΣg,n上の点∗と同一視することで，PM(Σg,n+1)は
π1(Σg,n, ∗)に自然に作用することが分かる．

α1, . . . , αg, β1, . . . , βg, γ1, . . . , γnを下図に示すΣg,n上の∗を起点とする有向閉曲線とす
る．π1(Σg,n, ∗)は次の有限表示を持つことはよく知られている．ただし，[a, b] = aba−1b−1

である．

π1(Σg,n, ∗) =
⟨

α1, . . . , αg, β1, . . . , βg, γ1, . . . , γn

∣∣∣ [α1, β1] · · · [αg, βg]γ1 · · · γn = 1
⟩

= ⟨α1, . . . , αg, β1, . . . , βg, γ1, . . . , γn−1 |⟩

集合X, X ′, Y を次で定義する．

X :=

{
Sα

∣∣∣∣∣ α is a non separating loop or a separating loop which bounds

the k-th boundary component (1 ≤ k ≤ n− 1).

}
X ′ := {Sα1 , . . . , Sαg , Sβ1 , . . . , Sβg , Sγ1 , . . . , Sγn−1} ⊂ X

Y := {tc0 , tc1 , . . . , tc2g , td1 , . . . , tdn}

本研究では次を示した．
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命題 6 (1) Xはπを生成する．

(2) PM(Σg,n+1)(X
′) = X

(3) 任意のx ∈ X ′, y ∈ Y に対して，y±1(x)はX ′が生成するπの部分群に属する．

この命題と命題 3により，X ′はπを生成することが分かる．さらに，本研究では自
然な対応

π ∋ Sα 7→ α ∈ π1(Σg,n, ∗)
(∀Sα ∈ X ′)

が同型写像であることを示した．
以上により，Sが向き付け可能曲面の場合に定理 1は成り立つ．

3. Sが向き付け不可能曲面の場合の定理 1の証明の概略

Ng,mで種数 g ≥ 1，境界成分数m ≥ 0の向き付け不可能曲面を表す．PM(Ng,m)で
Ng,mの境界の順序を入れ替えない自己微分同相写像のイソトピー類全体からなる群を
表し，Ng,mの純写像類群と呼ぶ．Ng,nの双側な単純閉曲線cに対して，cに沿ったDehn

ツイスト tcのツイストする方向は下図のように cの横の矢印で指し示す．有向単純閉曲
線αと単側な単純閉曲線µに対して，Yµ,αで下図のようにµの近傍をαに沿って一回押
すことで表される写像類を表す．1つの境界上の2点に端点を持つ有向単純道αに対し
て，Bαで下図のように境界をαに沿って一回押すことで表される写像類を表す．本研
究では，PM(Ng,n+1)について次の生成系を与えた．

定理 7 a1, . . . , ag−1, b, µ, r0, r1, . . . , rn, skl (1 ≤ k < l ≤ n) を下図に示すNg,n+1上
の曲線とする．このときPM(Ng,n+1)は ta1 , . . . , tag−1 , tb, Yµ,a1 , Br0 , Br1 , . . . , Brn , tskl
(1 ≤ k < l ≤ n) で生成される．

注意 8 Ng,n+1の n + 1番目の境界をNg,n上の点 ∗と同一視することで，PM(Ng,n+1)

はπ1(Ng,n, ∗)に自然に作用することが分かる．

x1, . . . , xg, y1, . . . , ynを下図に示すNg,n上の∗を起点とする有向閉曲線とする．π1(Ng,n, ∗)
は次の有限表示を持つことはよく知られている．

π1(Ng,n, ∗) =
⟨

x1, . . . , xg, y1, . . . , yn

∣∣∣x2
1 · · ·x2

2y1 · · · yn = 1
⟩

= ⟨x1, . . . , xg, y1, . . . , yn−1 |⟩
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集合X, X ′, Y を次で定義する．

X :=

Sα

∣∣∣∣∣∣∣
α is a one sided loop whose complement is non orientable,

or a separating loop which bounds the k-th boundary component

(1 ≤ k ≤ n− 1).


X ′ := {Sx1 , . . . , Sxg , Sy1 , . . . , Syn−1} ⊂ X

Y := {ta1 , . . . , tag−1 , tb, Yµ,a1 , Br0 , Br1 , . . . , Brn , tskl (1 ≤ k < l ≤ n)}

本研究では次を示した．

命題 9 (1) Xはπを生成する．

(2) PM(Ng,n+1)(X
′) = X

(3) 任意のx ∈ X ′, y ∈ Y に対して，y±1(x)はX ′が生成するπの部分群に属する．

この命題と命題 3により，X ′はπを生成することが分かる．さらに，本研究では自
然な対応

π ∋ Sα 7→ α ∈ π1(Ng,n, ∗)
(∀Sα ∈ X ′)

が同型写像であることを示した．
以上により，Sが向き付け不可能曲面の場合に定理 1は成り立つ．

4. 定理 2の証明の概略

xij = xixj, zk = xgykx
−1
g とおく．本研究では，π+

1 (Ng,n, ∗)について次の有限表示を
与えた．

補題 10 π+
1 (Ng,n, ∗)は，n ≥ 1のときx12, . . . , xg−1 g, x11, . . . , xgg, y1, . . . , yn−1, z1, . . . , zn−1

で自由に生成される自由群であり，n = 0のときx12, . . . , xg−1 g, x11, . . . , xggで生成され
2つの関係式 x11 · · · xgg = 1, xggx

−1
g−1 gxg−1 g−1x

−1
g−2 g−1 · · ·x22x

−1
12 x11x12 · · ·xg−1 g = 1を

持つ群である．

集合X, X ′, Y を次で定義する．

X :=

Sα

∣∣∣∣∣∣∣
α is a non separating two sided loop whose complement is non orientable,

or a separating loop which bounds the k-th boundary component

or one crosscap whose complement is non orientable (1 ≤ k ≤ n− 1).


X ′ := {Sx12 , . . . , Sxg−1 g , Sx11 , . . . , Sxgg , Sy1 , . . . , Syn−1 , Sz1 , . . . , Szn−1}
Y := {ta1 , . . . , tag−1 , tb, Yµ,a1 , Br0 , Br1 , . . . , Brn , tskl (1 ≤ k < l ≤ n)}

本研究では次を示した．
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命題 11 (1) Xはπ+を生成する．

(2) PM(Ng,n+1)(X
′) = X

(3) 任意のx ∈ X ′, y ∈ Y に対して，y±1(x)はX ′が生成するπ+の部分群に属する．

この命題と命題 3により，X ′は π+を生成することが分かる．さらに，本研究では
自然な対応

π+ ∋ Sα 7→ α ∈ π+
1 (Ng,n, ∗)

(∀Sα ∈ X ′)
が同型写像であることを示した．
以上により，定理 2は成り立つ．

注意 12 定理 2の関係式 (3) SαSβS
−1
α = Sαβα−1において，曲線α, β, γは下図に示すも

のだけに制限できる．関係式 (3)が関係式 (1), (2)から得られるかどうかは分からない．
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