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Abstract

本稿は 2020年 12月に東京女子大学および Zoomで開催された研究集会「結び目の数理
III」の報告集のために作成されたものです．

Let p be a prime number and m an integer coprime to p. Based on our previous
studies, we introduce the twisted Iwasawa invariants λ, µ, ν of Z/mZ × Zp-covers of
knots with SLN (O)-representations over S-integers O = OF,S of number fields. We
prove that the set of λ’s determine the genus and the fiberedness of a knot, yielding
results on profinite rigidity. Intuitive examples attached are λ’s of the figure-eight knot.
In addition, we study µ’s of various SL2-representations of twist knot groups to prove
µ = 0 theorems for certain classes, as well as to find examples with µ > 0. We attach
several remarks and further problems.
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1. Introduction

素数と結び目，代数体と 3次元多様体の類似性を追究する数論的位相幾何学において，巡回分岐被
覆を扱う岩澤理論と Alexander–Fox理論の類似性は古典的に重要である [Maz64, Mor12]. 結び目
の側には捻じれ Alexander多項式の理論があるが，素数の側でも楕円曲線の岩澤理論において表
現で捻る理論が発展している．

S3内の結び目Kを考える．pを素数，mを pで割り切れない正整数とし，nや rは正整数を走
るとする．補空間X = S3 −K の Z/nZ被覆Xn → X について，H1(Xn)のトーションの大きさ
をAlexander多項式の巡回終結式Res(∆K(t), tn − 1)によって表す Foxの公式（cf. [Web79]）や，
Mahler測度による漸近公式 [GAS91]が知られている．また漸近公式の p進的な類似および精密化
として，p進 heightによる漸近公式 [Uek20a]，また Z/prZ被覆の pトーションに関する岩澤型公
式がある [HMM06, KM08, KM13, Uek17, Uek16, Uek18a]．著者たちはこれまでに，対象を結び
目群の表現で捻ったものについて，Foxの公式やMahler測度による漸近公式の拡張を与えてきた
[Tan18, Uek20b]．本稿では結び目群の表現に付随する「捻じれ岩澤不変量」を導入し，その性質
を調べる．
一般に結び目や絡み目の岩澤不変量は，Alexander多項式から直接計算できる，いわば非常に

弱い不変量である．我々が取り組むのは，弱い不変量から重要な情報が取り出せるか，というタイ
プの問題である．我々の結果は副有限剛性 [BF20, BR20, Rei18, Liu19, Liu20]の一種と位置づけ
る事ができ，非常に興味深いと考えられる．
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p進整数環Zp = lim←−r
Z/prZを考え，Z/prZ被覆の列をZp被覆と呼ぶ．代数体F の整数環にい

くつかの素元の逆元を付け加えたものである S整数環O = OF,Sを取る．結び目群の SLN (O)表現
ρに対し，Foxの公式やMahler測度を用いた漸近公式（Theorem 2.1），また岩澤型公式が成り立
つ: ある定数 λ, µ, νがあって，十分大きな任意の rに対し ||Hi(Xmpr , ρ)tor||p = p−(λr+µpr+ν)であ
る（Theorem 3.1）．この λ, µ, νを，Kの Z/mZ×Zp被覆と ρの「捻じれ岩澤不変量」と呼ぼう．
数論における岩澤 λ不変量はリーマン面の種数の類似物であった．実際，リーマン面の分岐被

覆に対するRiemann–Hurwitzの公式と，Zp体の p冪拡大に対するKidaの公式の類似性が知られ
ている [Kid80, Iwa81, Gra79]．楕円曲線の場合もHachimori–Matsuno [HM99]などがある．絡み
目の Zp被覆の p冪被覆に対するKidaの公式も定式化されている [Uek17]．
我々は，ある Z/mZ × Zp被覆と ρの岩澤不変量から捻じれ Alexander多項式の次数やmonic

性が復元できることを示す（Theorems 4.1, 4.5）．これには（捻じれ）Alexander多項式の副有限
剛性を調べる際に用いた p進的な議論 [Uek20a, Uek18b, Uek20b]を流用する．捻じれ Alexander
多項式に関する Friedl–Vidussiの深い結果 [FV11, FV15]を併せれば，捻じれ岩澤 λ不変量によっ
て，結び目のファイバー性と種数が決定されることが従う（Theorems 4.3, 5.1）．これは結び目の
ファイバー性および種数の副有限剛性を含意する（Theorem 5.2）．
数論における岩澤 µ不変量はMahler測度の p進類似にあたる力学系的な不変量であり，円分

Zp拡大に対する µ = 0は指導的な予想・定理である (cf. [Iwa73, FW79])．絡み目の Z被覆におい
ては，岩澤 µ不変量，Alexander多項式の最高次係数 a0，および Alexander加群へのメリディア
ン作用に関するBowenの p進エントロピー hpとの間にバランス公式が知られている [Uek20a]．結
び目の場合は∆K(1) = ±1より明らかに µ = 0である．
我々は Zp被覆と Z/mZ× Zp被覆の岩澤 µ不変量の関係性をみる（Theorem 4.4）．また，剰

余表現 ρ = ρmod pについて∆ρ,i(t) ̸= 0であれば ρについて µ = 0であることを示す（Theorem
6.1）．Friedl–Vidussi [FV13]によれば捻じれ Alexander多項式が 0となる有限群値の表現が常に
存在するので，この仮定が満たされることは一般に非自明である．我々はツイスト結び目 J(2, 2n)
の剰余既約 SL2(O)表現の捻じれ岩澤不変量について µ = 0が成り立つこと（Theorem 6.6）を計
算によって確かめる．また剰余可約な既約表現についても同様の結果（Theorem 6.7）を得る．
最後に，関連する予想や問題を記す．また文献表の後に，昨年度の報告集記事（TangeTranUeki）

の修正点を付す．

2. Twisted Alexander polynomials and cyclic resultants

結び目群 π = π1(S
3 − K)のアーベル化写像 α : π ↠ tZ を考える．tは形式的な生成元である．

Kerαには Z被覆X∞ → X = S3 −Kをが対応する．ここではOを一般にNoether UFDとする．
表現 ρ : π → SLN (O)で捻った i-th Alexander加群Aρ,iとは，Shapiroの補題により自然に同型な
次の加群たちこのとをいう: Hi(X, ρ ⊗ α) ∼= Hi(X∞, ρ) ∼= Hi(Kerα, ρ) ∼= Hi(π, ρ ⊗ α). Aρi は tZ

の共役作用によって有限生成ΛO = O[tZ]加群となる．有限生成 torsoin ΛO加群であるとき，その
initial Fittingイデアルの divisorial hullの生成元を i-th Alexander多項式といい∆ρ,i(t) ∈ ΛO と
書く．（一般に環において，イデアル αを含む単項イデアル全体の交わりを divisorial hullと呼ぶ．
環の元の単数倍を除いた等式を =̇を用いて表す．）
もしOが体であり ρが SL2既約表現であれば，∆ρ,0 =̇ 1であり [FKK12, Proposition A]，∆ρ,1

はReidemeisterトーションとしての捻じれAlexander多項式 τρ⊗α(t)とΛOの単数倍を除き一致す
る．一方，もしOが代数体の S整数環OF,S であり，剰余表現 ρmod pが既約であれば，p上の素
イデアル pに対しOpでOの p進完備化を表せば，∆ρ,0 =̇ 1, ∆ρ,1 =̇ τρ⊗α in ΛOp = Op[t

Z]となる
[Tan18, Corollary 3]．

O = OF,S のとき，S := NrF/QS と書く．多項式 f(t) ∈ O[tZ]に対し NrF/Q : O[tZ] → ZS [t
Z];
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f(t) 7→
∏

σ:F ↪→C f(t)σ という写像を考える．O が PID であるかどうかによらず，NrF/QAρ,i の
ZS [t

Z]上の Fitting idealの生成元は NrF/Q∆ρ,i(t)となる．これは [SW09]の言葉でいえば total

representationに付随する捻じれAlexander多項式である．(NrF/Q∆ρ,i(t))∩Z[tZ]の生成元∆ρ,i ∈
Z[tZ]を取っておく．
多項式 f(t) ∈ O[tZ]に対し巡回終結式をRes(f(t), tn − 1) =

∏
ζn=1 f(ζ)によって約束する．こ

れは多項式の係数を並べた行列の行列式によって計算され，一般に Oの元となる．一般に有限群
Gに対し元の個数を |G|と書く．アーベル群 Gに対し torsion部分群を Gtorと書く．整数の p進
ノルムを |mpr|p = p−r によって定める．多項式 f(t) ∈ Z[tZ]に対しMahler測度と p進 heightが，

logm(f(t)) =

∫
|z|=1

log |f(z)|dz
z
, logmp(f(t)) = lim

n→∞

∑
ζn=1

log |f(ζ)|
n

によって定められる．これら

は単位円周上に根がある場合にも適切に解釈することができる．f(t) =
∑

ait
i = a0

∏
(t− αi)と

書けば，m(f(t)) = a0
∏

imax{1, |αi|}, mp(f(t)) = |a0|p
∏

imin{1, |αi|p} = min{|ai|p}i が成り立
つ. [Uek20b, Theorem11.1]と同様にして次が言える．

Theorem 2.1. ρ : π → SLN (O)に対し Aρ,i が有限生成 torsion ΛO = O[tZ]加群であるとき，
Z/nZ被覆Xn → S3 −K たちについて，

(1) Wang完全列が導く同型Aρ,i/(t
n − 1)Aρ,i

∼=→ Hi(Xn, ρ)がある．
(2) Ψn(t) = gcd(∆ρ,i(t)，rn = Res(∆ρ,i, (t

n − 1)/Ψn(t))とおけば

|Hi(Xn, ρ)tor| = cn|rn|
∏
p∈S

|rn|p,

cn = |(Aρ,i/Ψn(t)Aρ,i)tor|が成り立つ．cnは有界な数列である．
(3) Mahler測度mと p進 height mpについて，以下の漸近公式が成り立つ:

lim
n→∞

|Hi(Xn, ρ)|
1
n = m(∆ρ,i(t)), lim

n→∞
||Hi(Xn, ρ)||

1
n
p = mp(∆ρ,i(t)).

3. Twisted Iwasawa invariants

引き続き O = OF,S とし，素数 p上の素イデアル pを取り，Op で p進整数環 lim←−O/prOを表す．
p ∈ S のときは p-torsionが自明となるため，始めから p ̸∈ S としておく．ρ : π → SLN (O)に
対し Aρ,i が有限生成 torsion加群であり ∆ρ,i ∈ ZS [t

Z]が定義されているとする．Z被覆の底空
間を Z/mZ被覆に取り替えたものの Alexander多項式は

∏
ζm=1∆ρ,i(ζt)となることに注意する．

Theorem 2.1 (1)の同型，また (2)で各 rに対し (tp
r − 1) | (tpr+1 − 1)であることから r ≫ 0に対

し Ψpr(t)および cpr が一定となることに注意しておく．[Uek17, Theorem 4.9]と同様の議論によ
り岩澤加群Ap := lim←−r

Hi(Xmpr , ρ⊗ Op)が有限生成 torsion Zp[[T ]]加群となり，その特性多項式
は

∏
ζm=1∆ρ,i(ζ(1 + T ))となる．岩澤同型 Zp[[t

Zp ]]
∼=→ Zp[[T ]]; t 7→ 1 + T と p進Weierstrass準備

定理 [Was97, Theorem 7.3]を用いた岩澤加群の標準的な議論（cf. [Och14, 定理 2.45, 注意 2.50],
[Was97, §13.2, 13.3]）により，次の岩澤型公式を得る．

Theorem 3.1.
∏

ζm=1∆ρ,i(ζ(1 + T )) =̇ pµ(T λ + p(lower terms)) in Zp[[T ]]を満たす µ, λ ∈ Z>0，
及び ν ∈ Zが一意に存在し，十分大きな任意の rに対し次が成り立つ:

||Hi(Xmpr , ρ)||p = p−(λr+µpr+ν).

この λ, µ, ν を ρと Z/mZ⊗ Zp被覆の i-th 岩澤不変量と呼ぶ．pや iを動かす際には下付き添
字で λ = λp = λi = λp,iのように表す．

3
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同じくp進Weierstrass準備定理によって，とくにSL2(O)表現のReidemeister torsion τρ⊗α(t) =
∆ρ,1(t)/∆ρ,0(t)に対し

∏
ζn=1NrF/Qτρ⊗α(ζ(1+T )) =̇ pµτ (T λτ +p(lower terms)) in Zp[[T ]]と書け

ば，µτ = µ1−µ0, λτ = λ1−λ0が成り立つ．ついでに ντ = ν1−ν0と定め，これらをReidemeister–
Iwasawa invariantsと呼ぼう．多くの場合，幾何的な情報を持つのはこれらである．剰余表現ρmod p
が既約であれば∆ρ,0(t) =̇ 1より µτ = µ1, λτ = λ1が成り立つ．

Examples 3.2. K = 41（figure-eight knot）のホロノミー表現の SL2(C)への 2つのリフトを考え
ると，付随する（i = 1の）捻じれAlexander多項式は∆±(t) = t2 ± 4t+ 1である．∆+(1 + T ) =
T 2 + 6T + 6は λ2 = λ3 = 2, λp = 0 (p ̸= 2, 3). ∆−(1 + T ) = T 2 − 2T + 2は λ2 = 2, λp = 0
(p ̸= 2). いずれも pによらず µ = 0. ホロノミー表現のリフトは spin構造に対応するので，この例
では Zp被覆の岩澤 λ不変量は spin構造を区別する，とも言える．

4. Z/mZ× Zp-covers

Z被覆の部分被覆として得られる Z/mprZ ∼= Z/mZ × Z/prZ被覆の列を考えることで得られる，
Z/mZ被覆を底空間とする Zp被覆を，本稿では Z/mZ× Zp被覆と呼ぶ．これは Z被覆の底空間
を Z/mZ被覆に取り替えたものの部分被覆たちからなる無限列である．

Theorem 4.1. 一般に Z/mZ × Zp-coverの岩澤 λ不変量は∆ρ,i(t)の次数以下である．また，あ
るmi ∈ Zが存在し，mi|mであるmに対し λ = deg(∆ρ,i(t))が成り立つ．

∆ρ,i(t)
mではなく∆ρ,i(t)の次数が現れるというのが注目すべき点である．N = 1, ρ = 1とす

れば∆ρ,1(t) = ∆K(t)が古典的Alexander多項式である．

Proof. ∆(t) := ∆ρ,i(t)と置く．p進数体Qpの代数閉包の完備化を取りCpと書く．Qの代数閉包Q
を取りCおよびCpへの埋め込みを固定する．a0を割らない各素数 pに対し，∆(t)はmonicとなり，
その根は全て p進単位円周 |z|p = 1上に並ぶ．一般に |α|p = 1なる各 α ∈ Qに対し，|α− ζ|p < 1

を満たすような 1の p素冪根 ζ ∈ Qが唯一つ存在する．Z[tZ]→ Zp[[t
Zp ]]

∼=→ Zp[[T ]]によるイデア
ル (∆(t)) ⊂ Z[tZ]の像は，|α− 1|p < 1なる根 αの全体を検出する．Z被覆の底空間を Z/mZ被覆
に取り替えたもののAlexander多項式にNrF/Qを施したものは

∏
ζm=1∆(ζt)となる．以上の事実

を併せれば結論を得る．

ここで用いた p進数の基本的な性質は [Uek20a]に整理した．この方法は捻じれAlexander多項
式の副有限剛性を調べる際に [Uek20b]で用いたものである．

Examples 4.2. figure-eight knot K = 41の Z/mZ× Zp被覆を考える．i = 1とする．
m = 1のとき，∆K(t) = t2 − 3t+ 1, ∆K(1 + T ) = T 2 − T − 1 =̇ 1 in Zp[[T ]] for any p.

m = 2のとき，
∏

ζ2=1∆K(ζt) = (t2 − 3t + 1)(t2 + 3t + 1) = (T 2 − T − 1)(T 2 + 5T + 5) =̇

T 2 + 5T + 5 in Zp[[T ]]. λ5 = 2, λp = 0 (p ̸= 5).

m = 4のとき，
∏

ζ4=1∆K(ζt) = (t2 − 3t+ 1)(t2 + 3t+ 1)(t4 + 7t2 + 1) = (T 2 − T − 1)(T 2 +

5T + 5)(T 4 + 4T 3 + 13T 2 + 18T + 9) =̇ T 2 + 5T + 5 in Zp[[T ]]. λ5 = 2, λp = 0 (p ̸= 5).

ファイバー結び目の古典的 Alexander多項式については，monicであり，また次数は種数の 2
倍に一致することが古典的に知られている．よって次を得る．

Theorem 4.3. Kがファイバー結び目であれば，Z/mZ×Zp被覆の古典（表現で捻らない, i = 1
の）岩澤 λ不変量が種数を決定する．

岩澤 µ不変量については，次が成り立つ．
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Theorem 4.4. Theorem 3.1 の状況で，p−µ = mp(
∏

ζm=1∆ρ,i(ζt)) = mp(∆ρ,i(t))
mが成り立つ．

Z被覆から得られる Zp被覆の岩澤 µ不変量を µ′と書けば，µ = mµ′が成り立つ．特に µ = 0
と µ′ = 0は同値である，

Proof. Theorem 2.1 (3)の p進 heightを用いた漸近公式とTheorem 3.1の比較，ζm = 1なる各 ζ
に対し p−µ = mp(∆ρ,i(t)) = mp(∆ρ,i(ζt))であること，および Z被覆の底空間を Z/mZ被覆に取
り替えたもののAlexander多項式が

∏
ζm=1∆K(ζt)であることによる．

多項式 f(t) ∈ O[tZ]がmonicであるとは，最高次係数がOの単数であることをいう．（注意. 結
び目群の SL2表現に付随するReidemeister torsionは単数倍を除かずに決まるため，最高次係数が
1であることをmonicの定義とする流儀もある．）多項式のmonic性について次が成り立つ．

Theorem 4.5. ∆ρ,i(t) ∈ O[tZ]がmonicであるかどうかは，mと pを動かせば，µと λたちによっ
て決定される．

Proof. ∆ρ,i(t)のmonic性と∆ρ,i(t)のmonic性は同値である．多項式∆ρ,i(t)の係数の最大公約数
は Zp被覆の µpたちについて g =

∏
p p

µp である．∆ρ,i(t)/gの最高次係数を素数 pが割ることと，
どんなmをとっても Z/mZ× Zp被覆の λpが多項式の次数を与えないことが同値である．

5. λ-invariants, fiberedness and genus

Friedl–Vidussiの結果によれば，有限群値の表現に付随する捻じれAlexander多項式たちの次数に
よって結び目のファイバー性および種数（Thurston norm）が決定される [FV11, FV15]．有限群
はCayleyの定理から対称群に埋め込むことができ，よって SLN (C)に埋め込めるので，適切な操
作によって我々の状況に帰着できる．前節の結果を併せることで次を得る．

Theorem 5.1. ある表現 ρ : π → SLN (O)とZ/mZ×Zp被覆に付随する岩澤不変量たちによって，
結び目のファイバー性および種数が決定される．

双曲結び目の情報がホロノミー表現の捻じれAlexander多項式によって決定されるというDFJ
予想の観点から，SL2表現による決定の精密化が進められている [AD20]．我々の結果についても，
表現の取り方に関する精密化の余地が多分に残されていると言える．
ファイバー性や種数の決定は多項式の次数による評価が sharpであることに依拠している．岩

澤不変量は明らかに結び目群の副有限不変量であるから，副有限剛性に関する結果を得る:

Theorem 5.2. 結び目のファイバー性や種数は，結び目群の副有限完備化の同型類から定まる．

この結果は，Alexander多項式が 1の冪根を根に持たない場合は [BF20]によって与えられた
（2015年に arXivにて preprintが公開）．一般の場合のファイバー性の副有限剛性は [JZ20]によっ
て与えられた（2017年に webにて preprintが公開）．

6. µ-invariants and twist knots

この節では ρを SL2(O)表現とする．素数 p上の素イデアル p ⊂ Oを考え，F = O/pとする．

Theorem 6.1. ρ = ρmod pが既約かつ∆ρ,1(t)/∆ρ,0(t) ̸= 0 in F[tZ]ならば，µp,1 = 0である．
µp,1 ̸= 0であるためには，ρが non-acyclicであることが必要である．

Proof. 等式∆ρ,i(t) = ∆ρ,i(t)mod pと p−µp = mp(∆ρ,i(t))
m により，∆ρ,i(t) ̸= 0 in F[tZ]ならば

µp,i = 0である．ρ = ρmod pが既約ならば∆ρ,0(t) =̇ 1より µp,0 = 0かつ µp,τ = µp,1であり，追
加の仮定のもとで µp,τ = µp,1 = 0である．

5
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表現が non-acyclicとは，ある iに対しHi(π, ρ) ̸= 0であることをいう．non-acyclic表現の共役
類は，指標多様体上で acyclic torsion 関数 τ(x, y) = ∆ρ,1(1)/∆ρ,0(1)の零点に対応する．µp,1 ̸= 0
であれば∆ρ,1(1) = 0 in Fだから，ρは non-acyclicである．

以下では，twist結び目群の表現に付随する岩澤 µ不変量を調べる．まず twist結び目の定義と
幾つかの性質をまとめる．各 n ∈ Zに対して twist結び目 J(2, 2n)は以下の図式で定義される．full
twistは n > 0のとき右手捻り，n < 0のとき左手捻りと約束する．

 -full twistsn

J(2, 0) = 01 (unknot), J(2, 2) = 31 (trefoil), J(2, 4) = 52, J(2,−2) = 41 (figure-eight knot)であ
る．1/2-full twistを half twistとすれば J(2,−2n)と J(2, 2n+ 1)は鏡映の関係になる．

J(2, 2n)の結び目群 πn := π1(S
3 − J(2, 2n))は次の表示を持つ [HS04, Proposition 1]:

πn = ⟨a, b | awn = wnb⟩ , w = [a, b−1] = ab−1a−1b.

指標多様体の理論により，SL2表現の共役類は x := tr ρ(a)と y := tr ρ(ab)でパラメータ付けられ
る．z = z(x, y) := tr ρ(w) = 2x2 − x2y+ y2 − 2も用いる．第 2種Chebyshev多項式 Sn(z) ∈ Z[z]

を Sn(2 cos θ) =
sinnθ

sin θ
によって定める．（文献によっては添字が一つズレているので注意．）

Proposition 6.2 [Le93, Theorem 3.3.1], [NT16, (1.2), (1.3)], [TTU20, Proposition 3.5]. 既約
SL2(C)表現の共役類の全体は，fn(x, y) = (y − 1)Sn(z)−Sn−1(z)の零点であって x2 − y − 2 ̸= 0
なるものの全体と一対一に対応する．また，x2 − y − 2 = 0の各零点には可約表現が対応する．

Cを有限体 Fに取り替えても，絶対既約表現や絶対可約表現について同様である．
Proposition 6.3 [Tra18, Theorem 1]. F をCまたは有限体とする．x = tr ρ(a), y = tr ρ(ab)を満
たす既約表現 ρ : π → SL2(F )に対し∆ρ,1(t)/∆ρ,0(t) = a0(x, y)t

2+a1(x, y)t+a0(x, y), a0(x, y) =
Sn+1(z)− Sn−1(z)− 2

z − 2
, a1(x, y) = x(Sn(z)− a0(x, y)). ここに a0(x, y), a1(x, y) ∈ Z[x, y]である．

Proposition 6.4 [TTU20, Theorem A, Proposition 3.5]. ∆ρ,1(1)/∆ρ,0(1) = 2a0 + a1 = 0かつ
fn = 0かつ x2 − y − 2 ̸= 0は，x = yかつ 1 − x = α + α−1 を満たすような 1の 3n − 1乗根 α
̸= ±1 が存在することと同値である．

次の命題が µ = 0定理の証明の鍵となる．
Proposition 6.5. 引き続き J(2, 2n)の群の SL2表現を考える．
(1) 体上の既約表現 ρに対し∆ρ1(t) = ∆ρ1(t)/∆ρ0(t) ̸= 0である．

(2) 体上で，fn(x, y) = 0と x2 − y − 2 = 0の交点の全体は (±
√
4− 1

n , 2−
1
n)で与えられる．

Proof. (1) a0, a1, fnの共通零点を考える．2a0+ a1 = 0かつ fn = 0のもとで，a0 = 0かつ a1 = 0
であるための条件は xSn(z) = 0である．Proposition 6.4のように 1 − x = α + α−1 とおけば，

Sn(z) =
α3n − α−3n

α3 − α−3
より α6n = 1または αは 1の原始 6乗根となる. これは Proposition 6.4の

「2a0 + a1 = 0かつ fn = 0かつ x2 − y − 2 ̸= 0」であるための条件 α3n−1 = 1かつ α ̸= ±1と両立
しない．よって共通零点は存在せず，∆ρ(t) ̸= 0である．
(2) z−2 = (y−2)(x2−y−2) = 0より z = 2, fn(x, y) = (y−1)Sn(z)−Sn−1(z) = (y−1)n−(n−1) =
yn− 2n+ 1 = 0, よって y = 2− 1

n , x = ±
√
y + 2 = ±

√
4− 1

n となる．
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twist結び目 J(2, 2n)の表現に対する我々の µ = 0定理は以下の通り:

Theorem 6.6. SL2(O)表現 ρについて，ρmod pが絶対既約ならば µp,τ = µp,1 = 0である．
Proof. Section 2で見たように，[FKK12, Proposition A], [Tan18, Corollary 3]によって，剰余既
約な表現 ρについて∆ρ,0(t) =̇ 1 in Op[t

Z]である．Proposition 6.5 (1)により，既約表現 ρに対し
∆ρ,1 ≠ 0であるから，Theorem 6.1により，ρに対し µp,τ = µp,1 = 0である．

剰余可約な既約表現には固有の現象が見られ，それ自体が興味深い対象である．
Theorem 6.7. p|(3n− 1)のとき，点 (±1,−1) ∈ Fp

2には fn = 0上の可約表現が対応する．これ
らの点のリフトに対応して，ρmod pが可約かつ ρ⊗ Cが既約であるような SL2(O)表現 ρの共役
類が無限個存在する．このような ρについても µp,τ = µp,0 = µp,1 = 0が成り立つ．
Proof. Proposition 6.5および [TTU20, Proposition 1.5]から，(x, y) = (±1,−1)のとき，z(x, y) =
2，Sn(z) = nより fn(x, y) = −3n+ 1．また τρ(x,y)⊗α(1) = τn(x, y) = a0 + 2a1 = (2− x)n2 + xn
より τn(1,−1) = n2 + n, τn(−1,−1) = −3n2 + n in Fp．さらに x2 − y − 2 = 0である．よっ
て p|(3n − 1)のもとで，点 (−1,−1) ∈ F2

p には可約かつ non-acyclicな SL2(Fp)表現 ρが対応す
る．また p = 2かつ nが奇数のとき点 (1,−1) ∈ F2

pについて同様である．これより ρのリフトは
µ > 0なる例の候補を与える．一方，Proof of Proposition 6.5 (1) により a0 = a1 = 0なる条件は
xSn(z) = ±n = 0だが，これは p|(3n− 1)に反する．よって∆ρ,1(t)/∆ρ,0(t) ̸= 0 in F[tZ] である．

p上の素イデアル p ⊂ Oに対し，F = O/pにおける像が点 (±1,−1)であるような点 (ξ, η) ∈ O2

を，点 (±1,−1)のO2へのリフトという．このようなリフトはOを適切に取り替えれば無数にあ
る．例えば，各 k ∈ Zに対し η = pk− 1と置き，fn(x, η)の根 x = ξの全体を最小分解体 F の中で
取れば良い．Proposition 6.2 および 6.5 (2) より，高々2つの点を除き，対応する ρは ρ⊗Cが既
約表現であり，∆ρ,1(t) ̸= 0である．必要に応じて 2次拡大および表現の共役を取れば ρ = ρmod p
となることから，∆ρ,i(t)mod p = ∆ρ,i(t)である．∆ρ,1(t)/∆ρ,0(t) ̸= 0より，µp,τ = 0を得る．ま
た直接計算から 1の原始 3乗根 ζ3に対し (∆ρ,0(t)) = (t − ζ3, 5) = 1 in Fp[t

Z]ゆえ µp,0 = 0, よっ
て µp,1 = 0を得る．
Remark 6.8. 点 (−1,−1) ∈ F2は fnの特異点である．実際，[TTU20, Subsec. 1.6, 3.2]の計算

∂fn
∂x

(ξ, ξ) =
2(nξ2 − 2nξ − 1)

(ξ + 1)ξ(ξ − 2)(ξ − 3)
,
∂fn
∂y

(ξ, ξ) =
2((2n− 1)ξ2 + (−4n+ 2)ξ + 1)

(ξ + 1)ξ(ξ − 2)(ξ − 3)

at ξ ̸= −1, 0, 2, 3 およびロピタルの定理により，∂fn
∂x

(−1,−1) = ∂fn
∂y

(−1,−1) = 0 in F である．
よって上の議論において ξを得る際にHenselの補題は適用できない．
Remark 6.9. Friedl–Vidussiの研究 [FV13]によれば，任意の結び目に対し有限群に値を持つ表現
ρであって∆ρ(t) = 0となるものが存在する．しかし，絶対既約な SL2(F)表現 ρであって∆ρ,1 = 0
となるものが存在するかどうかは，おそらくまだ知られていない．
捻じれAlexander多項式を指標多様体上の関数と見れば，多項式の係数が指標多様体の連続関

数となる．例えば twist結び目であれば µ ̸= 0となる表現は，fn(x, y), a0(x, y), a1(x, y)という 3
つの 2変数多項式関数のmod pでの共通零点に対応している必要があった．同様の事情で，結び
目群のほとんどの表現に対して µ = 0が期待できそうだが，少なくとも現時点で，各結び目につい
て µ ̸= 0なる表現の存在は一般に非自明である．

Proposition 6.3 では，種数 1の 2橋結び目に対する一般的な結果 [Tra18, Theorem 1]を，twist
結び目に限った形で引用した．原典は C上の主張だが，Z係数で議論ができ，有限体上でも成り
立つ．剰余既約な SL2 表現が µ ̸= 0であるためには剰余表現が non-acyclicであることが必要だ
が，non-acyclic表現を体系的に見つける研究は少ない．twist結び目の場合 [Bén20, TTU20]に続
き，他の結び目に対する研究が Tranによって進められている．
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7. Further problems

捻じれAlexander多項式に関する様々な予想や問題が，捻じれ岩澤不変量の問題に読み替えられる．

Conjecture 7.1. 2つの結び目 J,K の群の間に全射準同型 φ : πJ ↠ πK があるならば，種数の
大小関係 g(J) ⩾ g(K)がある．

結び目群の全射準同型に関する研究は沢山ある（cf. [KSW05, ORS08]）．全射準同型πJ
φ
↠ πK

ρ→
SL2(O) があれば∆J,ρ◦φ(t) | ∆K,ρ(t)となるので，岩澤 λ不変量について λJ |λK となる．g(K)を
決定する ρであって ρ ◦φが g(J)を決定するようなものが存在するかが問題となる．[FV11, FV15]
の議論を我々の観点から読み込むことで，この予想にアプローチできるのではないか．

Conjecture 7.2 [DFJ12]. 双曲結び目K のホロノミー表現に付随する捻じれ Alexander多項式
TK の次数 dと結び目の種数 g(K)について d = 4g(K)− 2が成り立つ．

一般にホロノミー表現の岩澤不変量はどのような情報を持っているのだろうか（cf. Example
3.2）．対称表現との合成の極限によって双曲体積が得られるが [God17, BDHP19], Kionke–Loeh
の p進単体体積 [KL20]と岩澤不変量が絡んで来るのではないか．

Question 7.3 (Yi Liu). Weeks多様体などの arithmetic多様体の場合に，cocompactでない表現
にも研究対象を拡張できるのではないか．

Acknowledgments

研究集会「結び目の数理 III」の組織委員の先生方に感謝申し上げます．We would like to express our
gratitude to Takashi Hara, Teruhisa Kadokami, Takahiro Kitayama, Yi Liu, Yasushi Mizusawa,
Tatsuya Ohshita, Makoto Sakuma for useful comments. The second author has been partially
supported by JSPS KAKENHI Grant Number JP19K14538.

References

AD20 Ian Agol and Nathan M. Dunfield, Certifying the thurston norm via sl(2,C)-twisted homology,
pp. 1–20, Princeton University Press, 2020.
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補遺: 昨年度の「結び目の数理 II」報告集の修正点

5頁目の下方にある 2階微分 d2yf
dx2

,
d2yτ
dx2

の記述に誤りがあった．正しい結果については，差が

d2

dx2
(yf − yτ )|x=α =

−(3n− 1)2(α+ 1)α(α− 2)(α− 3)

(nα2 − 2nα− 1)3
.

という美しい形になり，1の 3n− 1乗根や局所体論との深い関係が示唆される [TTU20]．
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